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Orientations Acycliques et le Polyn̂ome Chromatique†

BODO LASS

On attachèa tout grapheG son polyn̂ome chromatiqueχG(λ), qui d́enombre ses colorations
régulìeres avecλ couleurs. D’apr̀es Stanley, on sait que|χG(−1)| estégal au nombre d’orientations
acycliques du graphe, un résultat qui fut raffińe par Greene et Zaslavsky. Nous nous proposons de
l’affiner davantage en interprétant, avec l’aide de certaines orientations acycliques, les coefficients de
χG(λ) dévelopṕe en puissances deλ et surtout en puissances de(λ − 1). L’utilisation syst́ematique
des fonctions ǵeńeratrices des fonctions d’ensembles permet d’avoir des démonstrations tr̀es cour-
tes et explicatives. Elles se veulent une réponsèa la suggestion faite par Gebhard et Sagan, qui ont
déjà trouv́e des d́emonstrations combinatoires de deux résultats de Greene et Zaslavsky. Les fonc-
tions d’ensembles permettent aussi d’établir une śerie d’interpŕetations nouvelles de l’invariantβG
de Crapo. Cet article donnéegalement un nouveĺeclat aux ŕesultats classiques de Cartier, Foata,
Viennot, Brenti, Gessel et Stanley.

The chromatic polynomialχG(λ), which is associated with each graphG, enumerates its regular
colorations withλ colors. Stanley showed that|χG(−1)| is equal to the number of acyclic orientations
of the graph, a result that was refined by Greene and Zaslavsky. The purpose of the paper is to
show that a further refinement can be obtained by interpreting each coefficient ofχG(λ), when the
polynomial is developed with respect to powers ofλ and(λ− 1). A systematic use of the generating
functions for set functions enables us to have very short and instructive proofs. Gebhard and Sagan,
who had already found combinatorial proofs of two results by Greene and Zaslavsky, suggested that
further proofs were to be found. Finally, the set functions algebra allows us to establish a series of
new interpretations for Crapo’sβG invariant. This paper also brings a new light to the classical results
due to Cartier, Foata, Viennot, Brenti, Gessel and Stanley.

c© 2001 Academic Press

1. INTRODUCTION

Soit G = (V, E) un graphe fini non-orienté. Uneorientationde G est un graphe orienté
obtenuà partir deG en remplaçant chaque arête e ∈ E par un des deux arcs (i.e., arêtes
orient́ees) possibles. L’orientation estacycliquesi elle ne contient pas de cycles orientés.
Évidemment, le nombre d’orientations acycliques estégal à źero si G contient une boucle
(et égalà 1 siG ne contient aucune arête). De plus, des arêtes multiples deG doivent toutes
être orient́ees de la m̂eme façon pour que l’orientation devienne acyclique. Voilà pourquoi on
peut supposer, sans restreindre la géńeralit́e, queG est simple, c’est-̀a-dire qu’il ne contient
ni boucles ni ar̂etes multiples, lorsqu’on s’intéresse aux orientations acycliques.

On appellepuits (resp.source) d’une orientation deG un sommet qui n’est l’extŕemit́e
initiale (resp.terminale) d’aucun arc. Apparemment, de quelque façon que l’on choisisse une
orientation deG, chaque sommet isolé deG est toujours̀a la fois un puits et une source, un
fait qui nécessite une prise en charge particulière des sommets isolés lorsqu’il faut regarder
des puits et des sources en même temps.

Une colorationc : V → {1,2, . . . , λ} de G avecλ couleurs est diterégulìeresi les deux
extŕemit́es de chaque arête ont des couleurs différentes, c’est-à-dire{u, v} ∈ E ⇒ c(u) 6=
c(v). Soit χG(λ) le nombre de ces colorations. C’est un des faits les plus classiques de la
théorie des graphes (découlant̀a plusieurs reprises de cet article) queχG(λ) est un polyn̂ome
enλ de degŕen := |V|, appeĺepolyn̂ome chromatique. Évidemment,χG(λ) = 0 siG contient
une boucle, et de nouveau on peut se cantonner aux graphes simples pourétudier le polyn̂ome
chromatique.

†Mots cĺes:graphe, polyn̂ome chromatique, orientation acyclique, source, puits, invariant de Crapo.

0195–6698/01/081101 + 23 $35.00/0 c© 2001 Academic Press



1102 B. Lass

Les similarit́es constat́ees entre les orientations acycliques et le polynôme chromatique ne
sont pas une coı̈ncidence. En fait, si

χG(λ) = λ
n
− cn−1 · λ

n−1
+ cn−2 · λ

n−2
− · · · + (−1)n−1c1 · λ,

alors il est classique quec1, c2, . . . ,cn−1 sont des entiers positifs; et grâceà Stanley [21], on
sait quec1+ c2+ · · · + cn−1+ 1 dénombre effectivement les orientations acycliques deG.

Ceci soul̀eve imḿediatement la question de savoir s’il est possible de partitionner, de façon
canonique, l’ensemble des orientations acycliques en blocs de cardinalitésc1, c2, . . . , cn−1,
1. En effet, si les sommets deG sont nuḿerot́es, c’est-̀a-dire V = {1,2, . . . ,n}, alors une
telle partition est possible en attachant,à chaque orientation acyclique, une partition deV
constitúee park blocs, appeĺescomposantesde l’orientation acyclique. La m̂eme construction
de ces composantes fut imaginée par Greene et Zaslavsky [12] (dans un contexte ǵeoḿetrique)
et par Viennot [27] (dans le cadre des empilements de pièces). Un des buts de cet article est
de populariser leur résultat, qui est resté plut̂ot inconnu sauf pour le cas d’une seule com-
posante: le fait quec1 dénombre les orientations acycliques d’une seule composante (ce sont
par d́efinition les orientations acycliques dont le sommet 1 est la seule source) se trouve
dans [4] et dans le livre ŕecent de Bollob́as [1, Chapitre X, th́eor̀eme 8], par exemple.

Suivons Sachs [20, Chapitre V.9.2] et appelonsαG := c1 discriminant chromatiquedu
grapheG. Les nombresc1, c2, . . . , cn−1 sont d́efinis ind́ependamment de la numérotation
choisie et du fait que l’on s’intéresse aux sources ou plutôt aux puits des orientations acy-
cliques. Voil̀a pourquoiαG compte les orientations acycliques deG dont un sommet fix́e
est la seule source (ou bien le seul puits). C’était le leitmotif de l’article [9] de Gebhard et
Sagan de donner trois preuves nouvelles de ce théor̀eme de Greene et Zaslavsky [12], que ces
derniers avaient d́emontŕe en s’appuyant sur les arrangements d’hyperplans.

Supposons maintenant queG est connexe de sorte queαG est strictement positif. Il est clas-
sique (voir [26], Chapitre IX.2) que le polyn̂ome chromatique admet alors le développement

χG(λ) = λ · [(λ− 1)n−1
− bn−2 · (λ− 1)n−2

+ · · · + (−1)nb1 · (λ− 1)],

où b1, b2, . . . ,bn−2 sont des entiers positifs correspondantà certains coefficients du polynôme
de Tutte. Les nombresb1, b2, . . . ,bn−2 sont probablement les invariants les plus petits (i.e., les
plus puissants) que l’on peut associerà tout graphe (connexe)à partir de son polyn̂ome chro-
matique. Leur positivit́e implique en particulier une unimodalité partielle des coefficients
〈〈 ordinaires〉〉 de χG(λ), à savoir 1≤ cn−1 ≤ cn−2 ≤ · · · ≤ cdn/2e (voir [1], Chapitre X,
théor̀eme 13). Nuḿerotons les sommets du grapheG. Il est évident que

b1+ b2+ · · · + bn−2+ 1= αG

dénombre les orientations acycliques deG dont le sommet 1 est le seul puits; et la question
se pose si l’on peut, de nouveau, trouver une partition canonique de l’ensemble de ces orien-
tations en blocs de cardinalitésb1, b2, . . . ,bn−2, 1. Une telle partition existe effectivement, et
de surcrôıt, c’est la m̂eme que nous connaissons déjà: bk compte le nombre d’orientations
acycliques deG de k + 1 composantes, dont le puits unique estégal à 1, si (et seule-
ment si) la nuḿerotation des sommets reflète bien la connexité du graphe. Ce résultat risque
d’être absolument inconnu, puisque la positivité des nombresb1, b2, . . . ,bn−2 constitue la
premìere moitíe du th́eor̀eme principal de l’article tout récent [10] de Gessel, mais pour la
démonstration, le lecteur est renvoyé à la littérature (i.e., au polyn̂ome de Tutte), bien que le
sujet dudit article soient des relations entre colorations et orientations acycliques!

Dans le cas particulier de l’invariant βG := b1 de Crapo[6] cependant, on retrouve le
théor̀eme classique de Greene et Zaslavsky [12] qui, grâce aux arrangements d’hyperplans,
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ont indentifíeβG comme nombre d’orientations acycliques deG n’ayant qu’une seule source
et un seul puits,̀a savoir les deux sommets adjacents 2 et 1, respectivement. Gebhard et Sagan
ont trouv́e une preuve par induction de ce fait et ont pensé que le ŕesultat ḿeriterait d’autres
démonstrations (voir [9]). Cet article se veut, entre autres, une réponseà leur suggestion.
Nous donnons, en effet, une série d’interpŕetations apparemment nouvelles (incluant celle de
Greene et Zaslavsky) deβG, et nous les d́emontrons avec l’aide de l’algèbre des fonctions
d’ensembles.

En fait, de notre point de vue, l’intér̂et principal de cet article consiste en l’exploration
de la ḿethode des fonctions géńeratrices dans le présent contexte, ḿethode qui a d́ejà fait
ses preuves dans beaucoup de situations différentes (voir [14]). Chacun de nos th́eor̀emes
s’obtient effectivement comme spécialisation d’une identité dans l’alg̀ebre des fonctions
d’ensembles et le passage entre ces différentes identit́es se fait toujours en quelques lignes.
Ceci permet notamment de trouver des nouvelles démonstrations, très courtes et explicatives,
des deux th́eor̀emes de Greene et Zaslavsky mentionnés ci-dessus ainsi que de celui de Stanley
sur|χG(−1)|.

Il nous semble particulièrement surprenant que chacune de nos identités admettant une
géńeralisationnon-commutativeapparâıt déjà dans les travaux de Cartier et Foata [5],
Foata [7] et Gessel [10]. De plus, c’est Gessel (voir [27, p. 343–344]) qui a montré (sur
toute une pagèa l’époque) comment on peut déduire le ŕesultat de Stanley du théor̀eme de
Cartier et Foata (voir [5]) sur l’inversion (de M̈obius) dans le monoı̈de de commutation. En
fait, de notre point de vue, ce théor̀eme de Cartier et Foata devient une géńeralisation non-
commutative directe du théor̀eme de Stanley [21] sans aucune d́emonstration supplémentaire.
Ceci montrèa quel point le livre de Cartier et Foataétait visionnaire!

Cependant, pour aller plus loin dans le sens des théor̀emes de Greene et Zaslavsky qui font
intervenir des interprétations combinatoires du logarithme, il semble falloir se cantonner au
cascommutatif. Cette ńecessit́e fut d’abord ŕevélée par Viennot (voir [27, Proposition 5.10]),
qui a, de plus,́etabli l’équivalence du mod̀ele de Cartier et Foata avec son modèle des em-
pilements de pìeces ainsi que, notamment, avec notre modèle pŕeféŕe,à savoir les orientations
acycliques d’un graphe (voir [27, p. 325, c]). Gr̂aceà cetteéquivalence, les Th́eor̀emes 3.2
et 5.1 de cet article deviennent effectivement des géńeralisations ou plutôt des raffinements de
la Proposition 5.10 de [27].

Après avoir expliqúe notre ḿethode alǵebrique dans le Paragraphe 2, nous l’appliquons
pour le traitement du polyn̂ome chromatique et des orientations acycliques dans les Para-
graphes 3–6. Trois appendices sont consacrés à la discussion, dans notre optique, des
travaux de Cartier, Foata, Gessel, Viennot et Stanley mentionnés ci-dessus. En outre, nous
consid́erons brìevement les d́eveloppements du polynôme chromatique obtenus par Brenti,
les graphes aléatoireśetudíes par Welsh [28] et la fonction (syḿetrique) chromatique de Stan-
ley (voir [22]).

2. OUTILS ALGÉBRIQUES

Soit V un ensemble fini et

f : 2V
→ A

V ′ ⊆ V 7→ f (V ′) ∈ A

une fonction d’ensembles, où A est un anneau commutatif (avec 1).
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Consid́erons la fonction ǵeńeratrice

F f (ν) :=
∑

V ′⊆V

f (V ′) · νV ′ , ν∅ := 1,

à joindre aux r̀egles de calcul suivantes (V ′,V ′′ ⊆ V):

νV ′
· νV ′′

:= νV ′+V ′′ , où

V ′ + V ′′ :=

{
V ′ ∪ V ′′, si V ′ ∩ V ′′ = ∅,
†, si V ′ ∩ V ′′ 6= ∅, où

†+ V ′ := †, †+ † := †, et ν†
:= 0.

L’algèbre A[V] de ces fonctions ǵeńeratrices n’est pas une inconnue. En effet, on a
l’isomorphisme

A[V] ' A[v1, . . . , vn]/〈v
2
1, . . . , v

2
n〉,

si V contientn éléments.

EXEMPLE 2.1. Le produit f g de deux fonctions d’ensemblesf, g est d́efini, pour tout
V ′ ⊆ V , par

( f g)(V ′) :=
∑

V ′=V ′′]V ′′′

f (V ′′) · g(V ′′′).

Il en résulte
F f g(ν) = F f (ν) · Fg(ν).

Pour |V | = ∞, soit F(V) l’ensemble partiellement ordonné des sous-ensembles finis de
V . On a des projections canoniquespV ′,V ′′ : A[V ′] → A[V ′′] (V ′,V ′′ ∈ F(V),V ′ ⊇ V ′′) et
l’on pose

A[V] := lim
←−

A[V ′], V ′ ∈ F(V)

pour travailler avec des fonctions géńeratrices de la forme

F f (ν) =
∑

V ′∈F(V)

f (V ′) · νV ′ .

REMARQUE 2.1. Dans [14], les projections canoniques furent utilisées pour d́emontrer des
propositions par analogie avec les Propositions 3.2 et 4.1 de cet article. Deux de ces résultats
sont directement́equivalents̀a la Proposition 5.3 de [27] et au Lemme 1.2 de [2]. Cependant,
l’interaction des projections avec l’analyse est moins intéressante. C’est pourquoi elles ne sont
plus emploýees ici.

Soit
V :=

∑
v∈V

ν{v}

la fonction indicatrice des sous-ensembles deV de cardinalit́e 1 (l’usage double deV pour
l’ensemble et pour uńelément deA[V] ne pourra paŝetreà l’origine de confusions). En mul-
tipliant la fonction ǵeńeratriceV plusieurs fois par elle-m̂eme, on voit queVn/n! repŕesente
la fonction indicatrice des sous-ensembles de l’ensembleV de cardinalit́en. L’identité

∞∑
n=0

f (n) · Vn/n! =
∑

V ′∈F(V)

f (|V ′|) · νV ′ , f : N→ A,
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fournit un plongement de l’anneauA![[V]] des fonctions ǵeńeratrices de type exponentiel
dans l’anneauA[V]. Ce plongement est̀a l’origine de (presque?) toutes les applications de
A![[V]] en combinatoire, mais il ńecessite l’existence d’un modèle combinatoire infini (qui ne
fait intervenir que les cardinalités). Par conśequent,A[V] donne plus de flexibilit́e et permet
un traitement alǵebrique, qui refl̀ete parfaitement les opérations classiques de la combinatoire.
Outre cela,A[V] est appropríe, par excellence, aux calculs par ordinateur.

REMARQUE 2.2. L’anneauZ![[V]] n’est pas noeth́erien, mais il contient des fonctions im-
portantes comme exp(V) et log(1+ V).

EXEMPLE 2.2. Si char A= 2, on a

(1+ V)−1
=

∞∑
n=0

(−1)nn! · Vn/n!

≡ 1+ V et

log(1+ V) =
∞∑

n=1

(−1)n−1(n− 1)! · Vn/n!

≡ V + V2/2

dans l’anneauA![[V]]. Ces identit́es sont̀a l’origine de maints ŕesultats de parité en combi-
natoire.

Pour toutt ∈ A posons(t · ν)V
′

:= t |V
′
|
· νV ′ , V ′ ⊆ V , et, par conśequent,

F f (tν) =
∑
∅⊆V ′⊆V

f (V ′) t |V
′
| νV ′ .

Il est évident que cette d́efinition est compatible avec l’addition et la multiplication. Les cas
particuliers les plus importants sontt = −1 ett = 0: F f (0) = F f (0 · ν) = f (∅).

Si F f (0) = 0, alors F f (ν)
n/n! est d́efini pour n’importe quel anneauA, parce qu’une

partition enn sous-ensembles non-vides peutêtre ordonńee den! manìeres diff́erentes. Voil̀a
pourquoiA![[V]] opère surA[V] par la substitutionG(F f (ν)) définie pour toutG ∈ A![[V]].

Finalement, on utilise les dérivées∂v pour toutv ∈ V définies par

∂vνV ′
:=

{
νV ′ , si v ∈ V ′,
0, sinon.

La formule de d́erivation d’un produit

∂v[F f (ν) · Fg(ν)] = (∂
vF f (ν)) · Fg(ν)+ F f (ν) · (∂

vFg(ν))

est l’analogue alǵebrique du fait ensembliste le plus fondamental:

v ∈ V ′ ] V ′′ ⇔ v ∈ V ′ ou v ∈ V ′′.

La formule
∂v[G(F f (ν))] = G′(F f (ν)) · ∂

vF f (ν), G ∈ A![[V]],

en d́ecoule imḿediatement.

REMARQUE 2.3. L’isomorphismeA[V] ' A[v1, . . . , vn]/〈v
2
1, . . . , v

2
n〉 ne fait pas corres-

pondre∂v à∂/∂vi , maisàvi ∂/∂vi . La d́erivée partielle∂/∂vi n’a point d’analogue dansA[V].
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Pour∅ ⊆ V ′ ⊆ V , posons

∂V ′
:=

∏
v∈V ′

∂v, i.e., ∂V ′νV ′′
=

{
νV ′′ , si V ′ ⊆ V ′′,
0, sinon;

en particulier,∂∅ est l’identit́e. Comme(∂v)2 = ∂v pour toutv ∈ V , on a

∂V ′∂V ′′
= ∂V ′∪V ′′ , V ′,V ′′ ⊆ V.

Les oṕerateurs diff́erentiels n’́etant pas des combinaisons linéaires des d́erivations d’́eléments
∂v, v ∈ V , ne satisfont pas aux formules de dérivation ordinaires. En s’appuyant sur la
définition∂V ′

:=
∏
v∈V ′ ∂

v, cependant, on peut calculer des règles sṕecifiques pour eux.

PROPOSITION2.1.

(a) Soient f, g : 2V
→ A des fonction d’ensembles, et soit V′ ⊆ V fixé. Alors

∂V ′
[F f (ν) · Fg(ν)] =

∑
∅⊆V ′′⊆V ′

∂V ′′F f (ν) · ∂
V ′\V ′′Fg(ν).

(b) Soient s, p ∈ V , et soit G∈ A![[V]]. Alors

∂{s,p}[G(F f (ν))] = G′′(F f (ν)) · ∂
sF f (ν) · ∂

pF f (ν)+ G′(F f (ν)) · ∂
{s,p}F f (ν).

(c) Soit t une variable (ou t∈ A) et posons D(t) :=
∑
∅⊆V ′⊆V

t |V
′
|∂V ′ . Alors

D(t)[F f (ν) · Fg(ν)] = D(t)F f (ν) · D(t)Fg(ν); puisque

D(t)F f (ν) = F f ((t + 1)ν).

2

3. ORIENTATIONS ACYCLIQUES ETENSEMBLES INDÉPENDANTS: SOURCES OUPUITS

Pour tout∅ ⊂ V ′ ⊆ V , soit G[V ′] le sous-graphe deG = (V, E) engendŕe parV ′: c’est
le graphe dont les sommets sont les points deV ′, et dont les ar̂etes sont les arêtes deG ayant
leurs deux extŕemit́es dansV ′. Un sous-ensembleI de sommets est ditindépendant, si le
sous-graphe engendré parI ne contient aucune arête.

Une colorationc : V → {1,2, . . . , λ} de G avecλ couleurs estrégulìere (voir ‘Para-
graphe 1’) si et seulement si, pour touti ∈ {1,2, . . . , λ}, le sous-ensemblec−1(i ) est un
ensemble de sommets indépendant (ou vide).Voilà pourquoi une coloration ŕegulìere avecλ
couleurs n’est rien d’autre qu’une partition de V enλ ensembles ind́ependants, dont chacun
peutêtre vide.

Soit IG(ν), IG(0) = 0, la fonction indicatrice des sous-ensembles indépendants deG (la
valeur de cette fonction indicatrice surV ′, ∅ ⊂ V ′ ⊆ V , estégalà 1, siG[V ′] ne contient
aucune ar̂ete, et́egalà 0 sinon):

IG(ν) :=
∑

∅⊂I⊆V,I indépendant

ν I
;

et posons
χG,λ(ν) :=

∑
∅⊂V ′⊆V

χG[V ′](λ) · ν
V ′ ,
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où χG[V ′](λ) désigne le polyn̂ome chromatique (c’est-à-dire le nombre de colorations
régulìeres avecλ couleurs) deG[V ′].

Rappelons que le coefficient linéaire deχG(λ) multiplié par(−1)n−1, i.e.,(−1)n−1χ ′G(0),
est appeĺe discriminant chromatique et notéαG; et ǵeńeralisons la d́efinition de l’invariant de
Crapo donńee dans l’introduction en posantβG := (−1)n+iχ ′G(1), où i désigne le nombre
de sommets isolés deG. Le lecteur familier avecβG verra facilement que cette définition est
équivalentèa la sienne, siG contient au moins une arête. SiG ne contient aucune arête, on
obtientβG = n, une d́efinition artificielle qui sera modifíee ci-dessous.

Évidemment, nous utilisons les mêmes d́efinitions pour tous les sous-graphes engendrés,
notant en particulieri (G[V ′]) le nombre de sommets isolés deG[V ′].

Puisqu’une multiplication dans l’algèbreA[V] avecλ facteurs compte des partitions enλ
ensembles, on a l’identité fondamentale (un facteur 1 correspond au fait qu’on peut choisir
l’ensemble vide pour la couleur correspondante, i.e., ne pas utiliser cette couleur pour la
coloration), que nous reproduisons dans la proposition suivante.

PROPOSITION3.1. On a

1+ χG,λ(ν) = [1+ IG(ν)]
λ,

d

dλ
[1+ χG,λ(ν)] = [1+ IG(ν)]

λ
· log[1+ IG(ν)];

et, en particulier, pour le discriminant chromatiqueαG et l’invariant de CrapoβG, on a

− log[1+ IG(−ν)] =
∑
∅⊂V ′⊆V

αG[V ′] · ν
V ′ ,

[1+ IG(−ν)] · log[1+ IG(−ν)] =
∑
∅⊂V ′⊆V

(−1)i (G[V
′
])βG[V ′] · ν

V ′ .

2

EXEMPLE 3.1. Selon l’Exemple 2.2,IG(ν)+ IG(ν)
2/2 compte les discriminants chroma-

tiques modulo 2. Par conséquent,αG est impair si et seulement si le grapheG est connexe et
biparti (voir [20, Chapitre V.9.2]). (Un graphe est biparti, si l’ensemble de ses sommets peut
être partitionńe en deux classes indépendantes.)

Pour tout∅ ⊂ V ′ ⊆ V , soita(G[V ′]) le nombre d’orientations acycliques du grapheG[V ′]
(voir l’introduction), et soitaS(G[V ′]) le nombre d’orientations acycliques deG[V ′], dont
l’ensemble des sources estégalà S, ∅ ⊆ S ⊆ V . Évidemment,aS(G[V ′]) = 0, si S n’est
pas un sous-ensemble deV ′. De plus, siS= ∅, alors on a toujoursaS(G[V ′]) = 0, puisque
chaque orientation acyclique du grapheG[V ′] (|V ′| > 0) a au moins une source. Posons

AG(ν) :=
∑
∅⊂V ′⊆V

a(G[V ′]) · νV ′ , AG,S(ν) :=
∑
∅⊂V ′⊆V

aS(G[V
′
]) · νV ′ .

Le rapport fondamental entre les orientations acycliques et les sous-ensembles indépendants
de G repose uniquement sur le fait quel’ensemble des sources d’une orientation acyclique
est toujours ind́ependant.

Or, si S′, ∅ ⊆ S′ ⊆ V , n’est pas ind́ependant (l’ensemble vide est indépendant),S′ ne peut
pasêtre un sous-ensemble de l’ensemble des sources. SiS′ est ind́ependant, cependant, alors
[1+AG(ν)]·ν

S′ compte le nombre d’orientations acycliques telles queS′ est un sous-ensemble
de l’ensemble des sources; car ces orientations deG[V ′], S′ ⊆ V ′ ⊆ V , s’obtiennent en
choisissant une orientation acyclique quelconque du grapheG[V ′\S′] et en orientant toutes



1108 B. Lass

les autres ar̂etes deS′ à V ′\S′. Par conśequent, le principe d’inclusion–exclusion fournit le
résultat suivant (voir [7], Théor̀eme 3.1, pour une géńeralisation non-commutative ayant la
même d́emonstration).

PROPOSITION3.2 (FOATA). Pour tout∅ ⊆ S⊆ V on a

[1+ AG(ν)] · (−1)|S|∂S
[1+ IG(−ν)] = ∂

S
[1+ AG,S(ν)],

les cas particuliers les plus intéressantśetant S= ∅ et S= {s} (s ∈ V ):

[1+ AG(ν)] · [1+ IG(−ν)] = 1, −[1+ AG(ν)] · ∂
sIG(−ν) = AG,s(ν).

2

Le théor̀eme suivant est une conséquence imḿediate des deux propositions préćedentes
(voir [21] ou [17], 9.46, ainsi que [5], Théor̀eme 2.4, et [27], Proposition 5.1).

THÉORÈME 3.1 (STANLEY, CARTIER–FOATA , GESSEL–VIENNOT).
Pour tout∅ ⊂ V ′ ⊆ V ,

[1+ IG(−ν)]
−1
= 1+ AG(ν) = 1+ χG,−1(−ν)

dénombre les orientations acycliques de G[V ′]. En particulier, on a a(G) = (−1)nχG(−1),
et ce nombre est toujours strictement positif. 2

Soits ∈ V fixé. Alors le Th́eor̀eme 3.1 et la Proposition 3.2 impliquent

∂s
− log[1+ IG(−ν)] = −[1+ IG(−ν)]

−1
· ∂sIG(−ν) = AG,s(ν).

PosonsA∗G(ν) := − log[1+ IG(−ν)]. Il s’ensuit le th́eor̀eme suivant (voir [12] ou [9] ainsi
que [27], Proposition 5.10):

THÉORÈME 3.2 (GREENE–ZASLAVSKY, V IENNOT). Pour tout∅ ⊂ V ′ ⊆ V ,

− log[1+ IG(−ν)] = A∗G(ν) = −
d

dλ
χG,0(−ν)

dénombre les orientations acycliques de G[V ′] n’ayant qu’une seule source fixée s∈ V ′. En
particulier, on a as(G) = (−1)n−1χ ′G(0) = αG pour tout s∈ V , et ce nombre n’est jamais
négatif. Plus pŕeciśement, il est́egal à 0 si G n’est pas connexe, il estégal à 1 si G est un
arbre, et il est plus grand que 1 dans tous les autres cas.

DÉMONSTRATION. Seulement la toute dernière affirmation n’est pas encoreévidente. Elle
se d́emontre comme suit. Les plus courts chemins des ∈ V à n’importe quel autre sommet
forment une arborescence avecs comme source unique. Une arête suppĺementaire deG doit
〈〈 passer de travers〉〉 par rapport̀a cette arborescence et peutêtre orient́ee de deux manières
diff érentes sans qu’il y ait un cycle orienté. Enfin, chacune de ces deux orientations acycliques
peutêtre prolonǵeeà toutG. 2

Finalement, soitak(G) le nombre d’orientations acycliques deG = (V, E) avec (pŕeciśe-
ment)k sources et posons

aG(t) :=
n∑

k=1

ak(G)t
k, AG,t (ν) :=

∑
∅⊂V ′⊆V

aG[V ′](t) · ν
V ′ ,

(AG,1(ν) = AG(ν)). Avec l’aide de la Proposition 3.2 ainsi que de l’opérateur diff́erentiel
D(t) de la Proposition 2.1, c), on obtient le théor̀eme suivant.
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THÉORÈME 3.3. On a

1+ AG,t (ν) = [1+ AG(ν)] · D(−t)[1+ IG(−ν)]

=
1+ IG((t − 1)ν)

1+ IG(−ν)
.

2

Évidemment, tout ce qui fut́enonće pour les sources vautégalement pour les puits. En
particulier,aS(G[V ′]) (pour les sources) ou encoreaP(G[V ′]) (pour les puits),∅ ⊂ V ′ ⊆ V ,
estégalà źero, siV ′\S (ou bienV ′\P) contient un sommet isolé dans le grapheG[V ′].

4. ORIENTATIONS ACYCLIQUES ETENSEMBLES INDÉPENDANTS: SOURCES ETPUITS

Les sommets isolés posent des problèmes lorsqu’on veut regarder les sources et les puits en
même temps; car ces sommets sont toujours les deuxà la fois. Dans cette optique, la définition
suivante se ŕevèle raisonnable.

DÉFINITION 4.1. Pour tout∅ ⊂ V ′ ⊆ V , soit I (G[V ′]) l’ensemble des sommets isolés
deG[V ′] (|I (G[V ′])| = i (G[V ′])). Si∅ ⊂ S, P ⊆ V et S∩ P = ∅, notons|aS,P(G[V ′])| le
nombre d’orientations acycliques du grapheG[V ′] telles que l’ensemble des sources estégal
à S∪ I (G[V ′]) et l’ensemble des puits estégalà P ∪ I (G[V ′]); et posonsaS,P(G[V ′]) :=
(−1)I (G[V

′
])\(S∪P)

|aS,P(G[V ′])|. Par d́efinition,aS,P(G[V ′]) := 0, si S∩ P 6= ∅.

Posons
AG,S,P(ν) :=

∑
∅⊂V ′⊆V

aS,P(G[V
′
]) · νV ′ .

Alors la Proposition 3.2, ainsi que le principe d’inclusion–exclusion, impliquent la proposition
suivante (voir Gessel [10] pour une ǵeńeralisation non-commutative et pondéŕee).

PROPOSITION4.1 (GESSEL). Pour∅ ⊂ S, P ⊆ V on a

[1+ AG(ν)] · [(−1)|S|∂SIG(−ν)] · [(−1)|P|∂P IG(−ν)]

= AG,S(ν) · [(−1)|P|∂P IG(−ν)] = AG,P(ν) · [(−1)|S|∂SIG(−ν)]

= AG,S,P(ν).

DÉMONSTRATION. Il ne s’agit que d’expliquer l’entŕee des nombres négatifs due aux som-
mets isoĺes. Soiti un sommet isoĺe de G (pour les sous-graphes engendrés G[V ′], ∅ ⊂
V ′ ⊆ V , on a le m̂eme argument), alorsi /∈ S implique

∂ i AG,S(ν) = 0 et ∂ i (−1)|S|∂SIG(−ν) = −ν
i
· (−1)|S|∂SIG(−ν),

où Speutêtre remplaće parP. Par conśequent,i /∈ (S∪ P) implique

∂ i AG,S,P(ν) = −ν
i
· AG,S,P(ν). 2

Maintenant, pours, p ∈ V fixés, il d́ecoule de la proposition préćedente ainsi que du
Théor̀eme 3.1 (voir aussi la Proposition 2.1) que

∂{s,p}([1+ IG(−ν)] · log[1+ IG(−ν)])

= [1+ IG(−ν)]
−1
· ∂sIG(−ν) · ∂

p IG(−ν)+ (1+ log[1+ IG(−ν)]) · ∂
{s,p} IG(−ν)

= AG,s,p(ν)+ (1+ log[1+ IG(−ν)]) · ∂
{s,p} IG(−ν).
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Si s et p sont adjacents, alors∂{s,p} IG(−ν) = 0, et il s’ensuit

∂{s,p}([1+ IG(−ν)] · log[1+ IG(−ν)]) = AG,s,p(ν).

Cela implique le th́eor̀eme suivant (voir [12] ou [9]), que nous repŕesentons dansA[V].

THÉORÈME 4.1 (GREENE–ZASLAVSKY ). La fonction d’ensembles

[1+ IG(−ν)] · log[1+ IG(−ν)] =
d

dλ
χG,1(−ν)

prend la valeur(−1)|V
′
|
|V ′| pour tout ∅ ⊂ V ′ ⊆ V , lorsque V′ est ind́ependant (car

exp(−V ′) · log[exp(−V ′)] = −V ′ · exp(−V ′)), et la valeur

as,p(G[V ′]) = (−1)|V
′
|χ ′G[V ′](1) = (−1)|I |β(G[V ′])

= (−1)|I |as,p(G[V ′\I ]) = (−1)|V
′
|χ ′G[V ′\I ](1) = (−1)|I |β(G[V ′\I ]),

lorsque G[V ′] contient une ar̂ete{s, p} et I est l’ensemble des sommets isolés de G[V ′]. En
particulier, si G ne contient aucun sommet isolé et{s, p} est une ar̂ete de G, alors as,p(G) =
(−1)nχ ′G(1) = β(G) dénombre les orientations acycliques de G n’ayant qu’une seule source
à s et qu’un seul puits̀a p. Ce nombre n’est jamais négatif et strictement positif si G est un
bloc, c’est-̀a-dire si G est 2-connexe ou la seule arête{s, p}.

DÉMONSTRATION. Seulement la toute dernière affirmation n’est pas encoréevidente.
Elle se d́emontre comme suit. Selon [13], Chapitre 3.2, tout graphe 2-connexe admet une
〈〈 décomposition en oreilles〉〉 donńee par des cheminsC1, . . . ,Ck tels queC1 = {s, p},
|V(Ci ) ∩ [V(C1) ∪ · · · ∪ V(Ci−1)]| = 2 pour tout 2≤ i ≤ k et V = V(C1) ∪ · · · ∪ V(Ck).
Cette d́ecomposition permet de munirG d’une fonction injectivei : V → [0,1], i (s) = 0,
i (p) = 1, qui augmente (ou diminue) le long de tous les cheminsC1, . . . ,Ck de façon stricte-
ment monotone. Alors il ne s’agit que d’orienter chaque arête de son extrémit́e la plus petite
(seloni ) à son extŕemit́e la plus grande. 2

Nous avons d́ejà interpŕet́e [1+ IG(−ν)]
−1 (Théor̀eme 3.1),− log[1+ IG(−ν)] en d́erivant

par rapportà un élément (Th́eor̀eme 3.2) et[1 + IG(−ν)] · log[1 + IG(−ν)] en d́erivant
deux fois (Th́eor̀eme 4.1). En effet,− log[1− V] est l’intégrale de[1− V]−1. Cependant,
l’int égrale de− log[1 − V] n’est pas[1 − V] · log[1 − V], mais [1 − V] · log[1 − V] −
[−V]. Voilà pourquoi le th́eor̀eme principal de ce paragraphe est consacré à l’interpŕetation
de [1+ IG(−ν)] · log[1+ IG(−ν)] − IG(−ν). Si l’on ajoute le terme−IG(−ν) au membre
de gauche de la dernière identit́e de la Proposition 3.1, la valeur deβG[V ′] ne change que si
V ′ est ind́ependant : dans ce casβG[V ′] n’est pluségalà |V ′| maisà |V ′| − 1 (toutes les deux
définitionsétant artificielles). On utilisera donc l’identité∑

∅⊂V ′⊆V

(−1)i (G[V
′
])βG[V ′] · ν

V ′
:= [1+ IG(−ν)] · log[1+ IG(−ν)] − IG(−ν).

Avec cette modification (et la D́efinition 4.1) on a alors le th́eor̀eme suivant.

THÉORÈME 4.2. Soit V= {1, . . . ,n} et soit i le nombre de sommets isolés de G. Alors le
coefficient deνV dans[1+ IG(−ν)] · log[1+ IG(−ν)] − IG(−ν), c’est-̀a-dire (−1)iβG, est
égalà

a{1},{2}(G)− a{1,2},{3}(G)+ a{1,2,3},{4}(G)− · · · + (−1)na{1,2,...,n−1},{n}(G),

où la somme pŕećedente s’arr̂ete d̀es que l’ensemble des sources{1,2, . . . , k} n’est plus
indépendant.
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DÉMONSTRATION. Dérivons successivement par rapportà tous leśeléments:

∂{1}([1+ IG(−ν)] · log[1+ IG(−ν)] − IG(−ν))

= log[1+ IG(−ν)] · ∂
{1} IG(−ν),

∂{1,2}([1+ IG(−ν)] · log[1+ IG(−ν)] − IG(−ν))

= AG,{1},{2}(ν)+ log[1+ IG(−ν)] · ∂
{1,2} IG(−ν),

∂{1,2,3}([1+ IG(−ν)] · log[1+ IG(−ν)] − IG(−ν))

= ∂{3}AG,{1},{2}(ν)− AG,{1,2},{3}(ν)+ log[1+ IG(−ν)] · ∂
{1,2,3} IG(−ν),

· · ·

∂{1,2,...,k}([1+ IG(−ν)] · log[1+ IG(−ν)] − IG(−ν))

= ∂{3,...,k}AG,{1},{2}(ν)− ∂
{4,...,k}AG,{1,2},{3}(ν)+ ∂

{5,...,k}AG,{1,2,3},{4}(ν)

− · · · + (−1)k AG,{1,2,...,k−1},{k}(ν)+ log[1+ IG(−ν)] · ∂
{1,2,...,k} IG(−ν),

· · ·

∂V ([1+ IG(−ν)] · log[1+ IG(−ν)] − IG(−ν))

= ∂V AG,{1},{2}(ν)− ∂
V AG,{1,2},{3}(ν)+ ∂

V AG,{1,2,3},{4}(ν)

− · · · + (−1)n∂V AG,{1,2,...,n−1},{n}(ν). 2

5. LE POLYNÔME CHROMATIQUE: BASESCANONIQUES

Tout d’abord, il d́ecoule de la Proposition 3.1 et du Théor̀eme 3.1 la proposition suivante.

PROPOSITION5.1 (STANLEY [21], GESSEL[10]).

1+ χG,λ(ν) = [1+ IG(ν)]
λ, 1+ χG,−λ(−ν) = [1+ AG(ν)]

λ.

2

Soit V = {1,2, . . . ,n}, et regardons une orientation acyclique des arêtes deG = (V, E).
NotonsV1 l’ensemble des sommets accessibles (par des chemins orientés)à partir dev1 := 1.
Soitv2 le plus petit sommet deV\V1, et soitV2 l’ensemble des sommets deV\V1 accessibles
dev2 . . . Finalement, soitvk le plus petit sommet deV\(V1∪· · ·∪Vk−1), et soitVk l’ensemble
des sommets deV\(V1 ∪ · · · ∪ Vk−1) accessibles devk, V = V1 ] V2 ] · · · ] Vk. On appelle
k le nombre decomposantesde l’orientation acyclique. Ainsi une orientation acyclique dek
composantes est constituée par une partitionV = V1]· · ·]Vk en orientations acycliques avec
des sources fix́eesv1, . . . , vk (le plus petit sommetvi de chaque composanteVi est la source
unique, et les arêtes entre deux composantesVi et Vj avecvi < v j sont toutes orientées de
Vj à Vi ). Or, puisqueA∗G(ν) compte des orientations acycliques avec une source unique fixée
(ou bien des orientations acycliques d’une seule composante),A∗G(0) = 0, il s’ensuit que
A∗G(ν)

k/k! compte des orientations acycliques dek composantes. En particulier, on a

exp[A∗G(ν)] = 1+ AG(ν),

ce qui est la d́emonstration de Viennot (voir [27], Proposition 5.10) du Th́eor̀eme 3.2,̀a savoir
de l’identit́e

A∗G(ν) = − log[1+ IG(−ν)],

avec l’aide du Th́eor̀eme 3.1, i.e., de l’identité 1+ AG(ν) = [1+ IG(−ν)]
−1.
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Notonsc(G) le nombre decomposantes connexesde G, de sorte que chaque orientation
acyclique deG a au moinsc(G) composantes, ce nombre minimal pouvantêtre atteint
selon le Th́eor̀eme 3.2. On en d́eduit le ŕesultat de Greene et Zaslavsky (voir [12] ou [26],
Chapitre IX.2), que nous reformulons dans l’algèbre des fonctions d’ensembles.

THÉORÈME 5.1 (GREENE–ZASLAVSKY, V IENNOT). On a

1+ χG,λ(−ν) = exp(λ · log[1+ IG(−ν)]) = exp(−λ · A∗G(ν))

=

∞∑
k=0

([−A∗G(ν)]
k/k!) · λk.

En particulier,

χG(λ) = λ
n
− cn−1 · λ

n−1
+ cn−2 · λ

n−2
− · · · + (−1)n−1c1 · λ,

où ck désigne le nombre d’orientations acycliques de G de k composantes, cn−1 = |E|,
c1 = αG = a{1}(G), 1+ cn−1 + cn−2 + · · · + c1 = a(G); ck = 0, si k< c(G), et ck > 0, si
k ≥ c(G). 2

REMARQUE 5.1. Le théor̀eme pŕećedent montre que l’alternance des signes du polynôme
chromatique est une conséquence directe de la positivité des discriminants chromatiques,
c’est-̀a-dire deA∗G(ν).

Un résultat plus puissant que l’alternance des signes du polynôme chromatique d́evelopṕe
par rapport̀a la base des puissancesλk est celui de l’alternance des signes par rapportà la
base des puissances(λ − 1)k, ce qui correspond au polynôme de Tutte. Pour la démontrer
avec l’aide des orientations acycliques, supposons queG est connexe et que ses sommets
sont nuḿerot́es avec les nombres 1, . . . ,n de telle façon que le plus petit voisin de chaque
sommet (sauf 1) porte un nombre plus petit que celui du sommet même. (De cette manière, la
numérotation refl̀ete bien la connexité.)

Dans cette situation, les sommetsv2, . . . , vk d’une orientation acyclique dek composantes
V = V1 ] · · · ] Vk (de nouveau, pour chaque composanteVi , son plus petit sommetvi est sa
source unique) ne peuvent pasêtre des puits; car, pour chacun de ces sommetsvi , son plus petit
voisin se trouve toujours dans une composante plus petite (la〈〈 grandeur〉〉 d’une composante
étant ḿesuŕee en fonction de son plus petitélément) de sorte que l’arête correspondante avi

comme extŕemit́e initiale et le plus petit voisin comme extrémit́e terminale.
Si v1 = 1 est un puits (i.e.,v2 = 2), alors la suppression des puits réduit le nombre de

composantes de 1 (à savoir de la composanteV1 = {1}). D’autre part, en ajoutant les puits
distincts dev1 = 1, on les affecte automatiquementà la composante la plus petite d’où ils sont
accessibles (c’est la composante du plus petit voisin ou une composante encore plus petite).

Par conśequent, pour chaque ensemble de sommets indépendantI tel que 1= v1 ∈ I , le
coefficient deνV dans[A∗G(ν)

k/k!] · ν I compte le nombre d’orientations acycliques dek+ 1
composantes deG telles queI est un sous-ensemble des puits. Voilà pourquoi le principe
d’inclusion–exclusion implique que le coefficient deνV dans[A∗G(ν)

k/k!] · [−∂{1} IG(−ν)]

compte le nombre d’orientations acycliques dek+ 1 composantes deG, dont le puits unique
estégalà 1 (pourk = 1 il s’agit bien du nombrea{2},{1}(G)).

Notons b(G) le nombre deblocs de G (voir le Théor̀eme 4.1), de sorte que chaque
orientation acyclique deG telle que le sommet 1 est son puits unique a au moinsb(G) + 1
composantes; pour une telle orientation il est nécessaire et suffisant, que le plus petit sommet
de tout bloc soit son puits unique. Selon le Théor̀eme 4.1 le nombre minimal deb(G) + 1
composantes peutêtre atteint. Nous avons démontŕe le th́eor̀eme principal de ce paragraphe
(voir [26], Chapitre IX.2).
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THÉORÈME 5.2. On a

−∂{1}χG,λ(−ν) = λ · [1+ IG(−ν)]
λ−1
· [−∂{1} IG(−ν)]

= λ · exp(−(λ− 1) · A∗G(ν)) · [−∂
{1} IG(−ν)]

= λ ·

∞∑
k=0

([−A∗G(ν)]
k/k!) · [−∂{1} IG(−ν)] · (λ− 1)k.

En particulier,

χG(λ) = λ · [(λ− 1)n−1
− bn−2 · (λ− 1)n−2

+ · · · + (−1)nb1 · (λ− 1)],

où bk désigne le nombre d’orientations acycliques de G de k+ 1 composantes, dont le puits
unique est́egal à 1, bn−2 = |E| − (n − 1), b1 = βG = a{2},{1}(G), 1+ bn−2 + · · · + b1 =

αG = a{1}(G); bk = 0, si k< b(G), et bk > 0, si k≥ b(G). 2

EXEMPLE 5.1. Le graphe donńe dans les dessins suivants admet quatre orientations acy-
cliques, dont le puits unique est 1: une de quatre composantes, deux de trois composantes et
une de deux composantes. Voilà pourquoi son polyn̂ome chromatique s’écrit λ[(λ − 1)3 −
2(λ− 1)2+ (λ− 1)] = λ(λ− 1)(λ− 2)2.
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6. LE POLYNÔME CHROMATIQUE: BASESEXOTIQUES

Notonsχ(G) le nombre chromatique deG, i.e., le plus petit nombre de couleurs nécessaire
pour colorier les sommets deG de façon ŕegulìere.

Grâce à la Proposition 5.1 et̀a la formule du bin̂ome, on obtient le d́eveloppement du
polynôme chromatique du grapheG = (V, E) dans les deux bases

λk
:= k!

(
λ

k

)
, λk

:= k!

((
λ

k

))
= k!

(
λ+ k− 1

k

)
= k!(−1)k

(
−λ

k

)
.

PROPOSITION6.1 (BRENTI [3]).

1+ χG,λ(ν) =

∞∑
k=0

IG(ν)
k
(
λ

k

)
, 1+ χG,−λ(ν) =

∞∑
k=0

[−IG(ν)]
k
((
λ

k

))
,

1+ χG,−λ(−ν) =

∞∑
k=0

AG(ν)
k
(
λ

k

)
, 1+ χG,λ(−ν) =

∞∑
k=0

[−AG(ν)]
k
((
λ

k

))
.

Alors, avec|V | = n, on a

χG(λ) = λ
n
+ in−1 · λ

n−1
+ in−2 · λ

n−2
+ · · · + i1 · λ

= λn
− an−1 · λ

n−1
+ an−2 · λ

n−2
− · · · + (−1)n−1a1 · λ,
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où les ik sont des entiers positifs (dénombrant des partitions en ensembles indépendants non-
vides) et les ak sont des entiers strictement positifs (dénombrant des partitions en orientations
acycliques),1 ≤ k ≤ n− 1. En particulier, in−1 =

(n
2

)
− |E|, an−1 =

(n
2

)
+ |E|, a1 = a(G)

et i1 estégalà 1 si |E| = 0 et égalà 0 sinon. De plus, on a ik = 0, si k< χ(G), et ik > 0, si
k ≥ χ(G). 2

Le résultat sur les nombresak constitue un des th́eor̀emes principaux de [3] (à savoir
le Théor̀eme 5.5 qui est directementéquivalent au Th́eor̀eme 5.3). Remarquons que la
démonstration de Brenti (par induction simultanée sur le nombre des sommets et des arêtes
du graphe) est la plus longue de tout l’article [3], bien que Brenti remercie l’arbitre〈〈 for sug-
gesting a simplification in the proof of Theorem 5.3〉〉.

Brenti [3] a également regardé

pG(x)

(1− x)n+1
:=

∞∑
λ=0

χG(λ) · x
λ
⇒ −

pG
( 1

x

)(
1− 1

x

)n+1
=

∞∑
λ=0

χG(−λ) · x
λ,

où l’implication est une conśequence de [23], Chapitre 4.2. Dans cet esprit, nous nous pro-
posons de trouver plusieurs expressions pour

PG,x(ν) :=
∑
∅⊂V ′⊆V

pG[V ′](x)

(1− x)|V ′|+1
· νV ′ .

PROPOSITION6.2. On a

1

1− x
+ PG,x(ν) =

∞∑
λ=0

[1+ IG(ν)]
λ
· xλ =

1

1− x[1+ IG(ν)]

=
1

1− x
·

[
1−

x

1− x
IG(ν)

]−1

=
1

1− x
·

∞∑
k=0

(
x · IG(ν)

1− x

)k

,

1

1− x
− PG, 1

x
(−ν) =

∞∑
λ=0

[1+ AG(ν)]
λ
· xλ =

1

1− x[1+ AG(ν)]

=
1

1− x
·

[
1−

x

1− x
AG(ν)

]−1

=
1

1− x
·

∞∑
k=0

(
x · AG(ν)

1− x

)k

,

1

x − 1
+

1

x
· PG, 1

x
(ν) =

1

x − [1+ IG(ν)]
=

1

x − 1
·

∞∑
k=0

(
IG(ν)

x − 1

)k

,

1

x − 1
−

1

x
· PG,x(−ν) =

1

x − [1+ AG(ν)]
=

1

x − 1
·

∞∑
k=0

(
AG(ν)

x − 1

)k

.

2

REMARQUE 6.1. On n’a pas besoin de s’appuyer sur [23], Chapitre 4.2, puisque l’identité
fondamentale

1
1− y

= 1−
1

1− 1
y

impliqueévidemment

1

1− x
+ PG,x(ν) =

1

1− x[1+ IG(ν)]
= 1−

1

1− 1
x [1+ AG(−ν)]

⇒

1

1− x[1+ AG(ν)]
= 1−

1

1− 1
x

− PG, 1
x
(−ν) =

1

1− x
− PG, 1

x
(−ν).
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Calculons aussi la fonction géńeratrice

PG,x(ν) :=
∑
∅⊂V ′⊆V

pG[V ′](x) · ν
V ′ .

PROPOSITION6.3 (TOMESCU [25], GANSNER-VO [8], BRENTI [3]). On a

1+ PG,x(ν) =

(
1−

x · IG[(1− x)ν]

1− x

)−1

=

∞∑
k=0

(
x · IG[(1− x)ν]

1− x

)k

,

1+ x · PG, 1
x
(xν) =

(
1−

x · AG[(1− x)ν]

1− x

)−1

=

∞∑
k=0

(
x · AG[(1− x)ν]

1− x

)k

,

1+ PG, 1
x
(xν) =

(
1−

IG[(x − 1)ν]

x − 1

)−1

=

∞∑
k=0

(
IG[(x − 1)ν]

x − 1

)k

,

1+
1

x
· PG,x(ν) =

(
1−

AG[(x − 1)ν]

x − 1

)−1

=

∞∑
k=0

(
AG[(x − 1)ν]

x − 1

)k

.

Alors, avec les nombres ik et ak de la Proposition6.1on a notamment

pG(x) = n! · xn
+ in−1 · (n− 1)! · xn−1(1− x)+ in−2 · (n− 2)! · xn−2(1− x)2

+ · · · + i2 · 2 · x
2(1− x)n−2

+ i1 · x(1− x)n−1

= n! · x + an−1 · (n− 1)! · x(x − 1)+ an−2 · (n− 2)! · x(x − 1)2

+ · · · + a2 · 2 · x(x − 1)n−2
+ a1 · x(x − 1)n−1.

2

Supposons queV = {1,2, . . . ,n}. Pour∅ ⊂ V ′,V ′′ ⊆ V soit V ′ < V ′′ si et seulement
si v′ < v′′ pour toutv′ ∈ V ′ et v′′ ∈ V ′′. De plus, pour des ensembles de sommets non
vides, deux̀a deux disjoints et ind́ependantsI1, . . . , Ik, soit G[{I1, . . . , Ik}] le graphe dont
les sommets sont lesk ensemblesI1, . . . , Ik et tel que{I i1, . . . , I i j }, ∅ ⊂ {i1, . . . , i j } ⊆

{1, . . . , k}, est un ensemble dej sommets ind́ependants si et seulement siI i1 ∪ · · · ∪ I i j est
indépendant dans le grapheG et (apr̀es une permutation appropriée de{i1, . . . , i j }) I i1 <

· · · < I i j (voir [8]). Alors la proposition pŕećedente ainsi que le Théor̀eme 3.1 impliquent

1+ PG,x(ν)

=

1−
∑
∅⊂I⊆V

I indépendant

x(1− x)|I |−1
· ν I


−1

=

1+
∑
∅⊂I⊆V

I indépendant

ν I
·

|I |∑
j=1

(
|I | − 1

j − 1

)
· (−x) j


−1

=

1+
∑
∅⊂I⊆V

I indépendant

∑
I1]···]I j =I
I1<···<I j

(−xν I1) · · · (−xν I j )


−1

= 1+
∑
∅⊂V ′⊆V

∑
I1]···]Ik=V ′

I1,...,Ik indépendants

a(G[{I1, . . . , Ik}]) · (xν
I1) · · · (xν Ik).
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PROPOSITION6.4 (LINIAL [15], GANSNER-VO [8], TOMESCU [25]). On a

1+ PG,x(ν) = 1+
∑
∅⊂V ′⊆V

∑
I1]...]Ik=V ′

I1,...,Ik indépendants

a(G[{I1, . . . , Ik}]) · (xν
I1) · · · · · (xν Ik).

En particulier,
pG(x) = pnxn

+ pn−1xn−1
+ · · · + p1x

où les pk, 1 ≤ k ≤ n, sont des entiers positifs tels que pn + pn−1+ · · · + p1 = pG(1) = n!.
De plus, pn = a1 = a(G) et p1 est égal à 1 si |E| = 0 et égal à 0 sinon. Siχ(G) est le
nombre chromatique de G, alors pk = 0, si k < χ(G), et pk > 0, si k ≥ χ(G), pχ(G)
= iχ(G) · χ(G)!. 2

Brenti [3] a aussi introduit et́etudíe beaucoup de polynômes qui ne furent jamais considéŕes
auparavant.À partir du polyn̂ome chromatique, leurs fonctions d’ensembles peuventêtre
définies comme suit:

1+ χG,λ(ν) = [1+ IG(ν)]
λ
=

∞∑
k=0

(
λ

k

)
IG(ν)

k,

1+ σG,λ(ν) = exp[λIG(ν)] =

∞∑
k=0

λk IG(ν)
k/k!,

1+ σG,λ(ν) = [1− λIG(ν)]
−1
=

∞∑
k=0

λk IG(ν)
k,

1+ χG,λ(ν) = [1+ AG(−ν)]
−λ
=

∞∑
k=0

((
λ

k

))
[−AG(−ν)]

k,

1+ τG,λ(ν) = exp[λAG(ν)] =

∞∑
k=0

λk AG(ν)
k/k!,

1+ τG,λ(ν) = [1− λAG(ν)]
−1
=

∞∑
k=0

λk AG(ν)
k.

Finalement, une comparaison avec la Proposition 6.2 fournit les identités

1+ (1− x) · PG,x(ν) = 1+ σG, x
1−x
(ν) et

1+
(1

x
− 1

)
· PG,x(−ν) = 1+ τG, 1

x−1
(ν).

On entire la proposition suivante.

PROPOSITION6.5 (BRENTI [3]).

PG,x(ν) =
1

1− x
· σG, x

1−x
(ν) =

x

1− x
· τG, 1

x−1
(−ν).

2
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7. APPENDICEI. L ES TRAVAUX DE GESSEL ETSTANLEY

Une d́erivation de notre polyn̂ome chromatique par rapportà plusieurśeléments fournit:

1+ χG,λ(ν) = [1+ IG(ν)]
λ,

∂sχG,λ(ν)/λ = [1+ IG(ν)]
λ−1
· ∂sIG(ν),

∂{s,p}χG,λ(ν)/λ(λ− 1) = [1+ IG(ν)]
λ−2
· ∂sIG(ν)∂

p IG(ν),

∂{s,p,q}χG,λ(ν)/λ(λ− 1)(λ− 2) = [1+ IG(ν)]
λ−3
· ∂sIG(ν)∂

p IG(ν)∂
q IG(ν),

si {s, p} (resp.{s, p,q}) est une ar̂ete (resp. un triangle) deG, des conditions que l’on sup-
posera toujours satisfaites dans la suite.
À l’aide du Th́eor̀eme 3.1 et de la Proposition 3.2, on déduit des expressions positives:

1+ χG,−λ(−ν) = [1+ AG(ν)]
λ,

∂sχG,−λ(−ν)/λ = [1+ AG(ν)]
λ
· AG,s(ν),

∂{s,p}χG,−λ(−ν)/λ(λ+ 1) = [1+ AG(ν)]
λ
· AG,s(ν)AG,p(ν),

∂{s,p,q}χG,−λ(−ν)/λ(λ+ 1)(λ+ 2) = [1+ AG(ν)]
λ
· AG,s(ν)AG,p(ν)AG,q(ν),

où les trois premìereségalit́es reprennent les Théor̀emes 3.2, 3.4 et 3.3 de Gessel [10],
respectivement. Grâceà la Proposition 4.1, on peut récrire la troisìeme expression de la façon
suivante:

∂{s,p}χG,−λ(−ν)/λ(λ+ 1) = [1+ AG(ν)]
λ+1
· AG,s,p(ν).

Cependant, cette expression n’est particulièrement int́eressante que siλ = −1, puisque, en
géńeral, AG,s,p(ν) n’est pas positif, au moins pour certains sous-graphes engendrés deG. Le
casλ = −1 fut utilisé par Gessel [10] pour d́emontrer son Th́eor̀eme 3.1 correspondant au
Théor̀eme 4.1 de cet article.

Dans l’esprit du Paragraphe 6, calculons
∞∑
λ=0

[1+ χG,λ(ν)] · x
λ

∞∑
λ=1

∂sχG,λ(ν)

λ
· xλ−1

∞∑
λ=2

∂{s,p}χG,λ(ν)

λ(λ− 1)
· xλ−2

=
1

1− x[1+ IG(ν)]
, =

∂sIG(ν)

1− x[1+ IG(ν)]
, =

∂sIG(ν)∂
p IG(ν)

1− x[1+ IG(ν)]
,

et posons
∞∑
λ=0

χG(λ) · x
λ

∞∑
λ=1

χG(λ)

λ
· xλ−1

∞∑
λ=2

χG(λ)

λ(λ− 1)
· xλ−2

=:
pG(x)

(1− x)n+1
, =:

qG(x)

(1− x)n
, =:

rG(x)

(1− x)n−1
.

Pour les fonctions d’ensemblesPG,x(ν), QG,x(ν) et RG,x(ν) dénombrant les polyn̂omesp, q
et r , respectivement, on obtient alors l’analogue de la Proposition 6.3.

PROPOSITION7.1. On a

1+ PG,x(ν) =

(
1−

x · IG[(1− x)ν]

1− x

)−1

,

∂sQG,x(ν) =

(
1−

x · IG[(1− x)ν]

1− x

)−1

·
∂sIG[(1− x)ν]

1− x
,

∂{s,p}RG,x(ν) =

(
1−

x · IG[(1− x)ν]

1− x

)−1

·
∂sIG[(1− x)ν]

1− x

∂ p IG[(1− x)ν]

1− x
.
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Alors avec les nombres ik des Propositions6.1et6.3on a notamment (i1 = 0 si {s, p} est une
arête de G)

pG(x) = n! · xn
+ in−1 · (n− 1)! · xn−1(1− x)

+ · · · + i2 · 2 · x
2(1− x)n−2

+ i1 · x(1− x)n−1,

qG(x) = (n− 1)! · xn−1
+ in−1 · (n− 2)! · xn−2(1− x)

+ · · · + i2 · x(1− x)n−2
+ i1 · (1− x)n−1,

rG(x) = (n− 2)! · xn−2
+ in−1 · (n− 3)! · xn−3(1− x)

+ · · · + i2 · (1− x)n−2.

2

Pour des ensembles de sommets non vides, deuxà deux disjoints et ind́ependantsI1, . . . , Ik,
utilisons de nouveau le grapheG[{I1, . . . , Ik}] introduit dans le Paragraphe 6. Si, pour le
sommets ∈ V , il existe uni ∈ {1, . . . , k} tel ques ∈ Vi , notonsas

(
G[{I1, . . . , Ik}]

)
le

nombre d’orientations acycliques du grapheG[{I1, . . . , Ik}] dont le sommet correspondant
à Vi est la source unique. De même, si pour les deux extrémit́es de l’ar̂ete {s, p}, il existe
des i, j ∈ {1, . . . , k} tels ques ∈ Vi et p ∈ Vj , notonsas,p

(
G[{I1, . . . , Ik}]

)
le nombre

d’orientations acycliques du grapheG[{I1, . . . , Ik}] dont le sommet correspondantà Vi est la
source unique et dont le sommet correspondantà Vj est le puits unique (nous supposons ici
queG ne contient aucun sommet isolé, voir la D́efinition 4.1).

On d́emontre alors exactement comme dans le Paragraphe 6 (en s’appuyant, de plus, sur les
Propositions 3.2 et 4.1) la proposition suivante.

PROPOSITION7.2 (GESSEL[10]). On a

PG,x(ν) =
∑

∅⊂I1]···]Ik⊆V
I1,...,Ik indépendants

a(G[{I1, . . . , Ik}]) · (xν
I1) · · · (xν Ik),

∂sQG,x(ν) =
∑

s∈I1]···]Ik⊆V
I1,...,Ik indépendants

x−1
· as(G[{I1, . . . , Ik}]) · (xν

I1) · · · (xν Ik),

∂{s,p}RG,x(ν) =
∑

s,p∈I1]···]Ik⊆V
I1,...,Ik indépendants

x−2
· as,p(G[{I1, . . . , Ik}]) · (xν

I1) · · · (xν Ik).

En particulier,

pG(x) = pnxn
+ pn−1xn−1

+ · · · + p1x,

qG(x) = qn−1xn−1
+ qn−2xn−2

+ · · · + q1x + q0,

rG(x) = rn−2xn−2
+ rn−3xn−3

+ · · · + r1x + r0,

où les pk, qk et rk sont des entiers positifs (dans le cas des rk il faut supposer, de plus, que G
ne contient aucun sommet isolé) tels que pG(1) = n!, qG(1) = (n− 1)! et rG(1) = (n− 2)!
ainsi que pn = a(G), qn−1 = as(G) et rn−2 = as,p(G). Siχ(G) est le nombre chromatique
de G et k< χ(G), alors pk = 0, qk−1 = 0 et rk−2 = 0 ainsi que pχ(G) = iχ(G) · χ(G)!,
qχ(G)−1 = iχ(G) · (χ(G)− 1)! et rχ(G)−2 = iχ(G) · (χ(G)− 2)!. Si k≥ χ(G), on a pk > 0,
et qk−1 > 0 si G est connexe. 2

Évidemment, on a aussi des expressions directes.



1120 B. Lass

PROPOSITION7.3.

x · QG,x(ν) = − log

(
1−

x · IG[(1− x)ν]

1− x

)
,

x2
· RG,x(ν) =

(
1−

x · IG[(1− x)ν]

1− x

)
· log

(
1−

x · IG[(1− x)ν]

1− x

)
+

x · IG[(1− x)ν]

1− x
· [1− log(1− x)].

2

Notons que la positivit́e des coefficients du polynôme rG(x) est le ŕesultat principal de
l’article [10] de Gessel (d́emontŕe sur plus qu’une pagèa l’aide du th́eor̀eme fondamental de
Stanley sur lesP-partitions) tandis que le polynômeqG(x) n’y figure pas.

Remarquons finalement que Stanley [22] a introduit etétudíe la fonction chromatiqueXG =

XG(x1, x2, x3, . . .) que l’on peut, avec l’aide des fonctions d’ensembles, définir comme suit:

1+
∑
∅⊂V ′⊆V

XG[V ′] · ν
V ′
:=

∞∏
i=1

[1+ IG(xi · ν)] = exp

[
∞∑

i=1

−A∗G(−xi · ν)

]
.

8. APPENDICEII. SE PASSER DESFONCTIONSD’ ENSEMBLES

On pourraitêtre f̂ach́e de cette volonté syst́ematique d’imposer les fonctions d’ensembles
ou, qui pis est, leurs fonctions géńeratrices. C’est pourquoi il nous semble particulièrement
important de bien expliciter plusieurs méthodes permettant de s’en passer. Comme indiqué
dans le Paragraphe 2, il s’agit de construire des modèles combinatoires infinis qui ne font
intervenir que les cardinalités.

Remplaçons donc chaque sommetv ∈ V de notre graphe simpleG = (V, E) par une
famille infinie Vv de sommets, et relions (par une arête) deux sommetsu′ ∈ Vu et v′ ∈ Vv
avecu, v ∈ V et u 6= v, si et seulement siu etv sont relíes dans le grapheG. Ces d́efinitions
sont assez naturelles tandis qu’il n’est point clair s’il faut relier deux sommets différents d’un
même ensembleVv. En effet, pour toutv ∈ V , on a le choix de laisserVv comme ensemble
indépendant infini ou bien de le remplacer par un graphe complet infini. Si l’on se décide,
pour toutv ∈ V , en faveur du graphe complet (resp. de l’ensemble indépendant), le graphe
infini obtenuà partir deG est not́e G∞ (resp.G∞).

Soit V = {1,2, . . . ,n}. Alors les fonctions d’ensembles (ou bien leur fonctions géńeratri-
ces) commeIG∞(ν), χG∞,λ(ν), AG∞(ν), A∗G∞(ν) et AG∞,t (ν) (partout,G∞ peutêtre rem-
plaće parG∞) sont, en effet, des fonctions géńeratrices du type exponentiel en des variables
(algébriquement) ind́ependantesv1, v2, . . . , vn, dont le coefficient de(vi1

1 / i1!) · · · (v
in
n / in!)

compte l’invariant respectif du graphe obtenuà partir deG en remplaçant le sommet 1
par i1 exemplaires, le sommet 2 pari2 exemplaires, . . . , le sommetn par in exemplaires.
Évidemment, tous ces invariants peuventêtre interpŕet́es avec l’aide du seul grapheG, et les
théor̀emes d́emontŕes dans les paragraphes préćedents fournissent des identités pour eux. En
particulier, l’identit́e 1+AG∞(ν) = [1+ IG∞(−ν)]

−1 n’est rien d’autre que la Proposition 5.1
de [27] tandis que l’identit́e log[1+ AG∞(ν)] = A∗G∞(ν) n’est rien d’autre que la Proposi-
tion 5.10 de [27]. (Pour mettre les points sur les i, il faut ajouter que Viennot a remplacé les
variablesv1, v2, . . . , vn par des śeries sans terme constant et qu’il n’a pas mentionné que,
pour chaque ensemble de ses pièces, le nombre de pyramides formées de ces pièces est divis-
ible par le nombre de pièces, puisque, pour chaque pièce fix́ee, le nombre de pyramides ayant
cette pìece en guise d’extrémit́e est toujours le m̂eme.)
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En fait, m̂eme les inconditionnels des fonctions géńeratrices en une seule variablex peuvent
s’y retrouver, puisque, dans toutes les identités pour le grapheG∞ ou G∞, on peut remplacer
(ν) par(x · ν) (même pour les fonctions d’ensembles). La substitutionν = 1, i.e.,v1 = v2 =

· · · = vn = 1, est alors bien d́efinie (ceci est un v́eritable avantage des fonctions géńeratrices
du type exponentiel par rapport aux fonctions d’ensembles). Par exemple, le coefficient dexk,
k > 0, dansIG∞(x) compte, pour notre grapheG, le nombre d’ensembles indépendants de
cardinalit́ek; et la sṕecialisation 1+ AG∞(x) = [1+ IG∞(−x)]−1 du Th́eor̀eme 3.1 n’est rien
d’autre que la relation de réciprocit́e du Chapitre 2.1.2 de [24].

Une ḿethode tout̀a fait différente pour obtenir des fonctions géńeratrices (du type exponen-
tiel) en la seule variableV consistèa remplacerG = (V, E) par le graphe aléatoireG(p,q),
p + q = 1, sur un ensemble infiniV de sommets, pour lequel la probabilité d’avoir une
ar̂ete entre deux sommets quelconques estégalà p, 0 ≤ p ≤ 1 (et tous ceśevénements sont
indépendants). De cette manière, tous les coefficients de nos fonctions géńeratrices (pour les
fonctions d’ensembles) deviennent des variables aléatoires, qui, dans les identités, ne sont
multipliées que si elles sont indépendantes. Alors, grâceà la multiplicativit́e de l’esṕerance
math́ematique dans cette situation (et sa linéarit́e sans restriction) on peut, dans toutes les
identit́es d́ejà d́emontŕees, remplacer chaque variable aléatoire par sa valeur moyenne.

Notons qu’un ensemble den sommets du grapheG(p,q) est ind́ependant avec la proba-
bilit éq(

n
2). On en d́eduit pour les esṕerances math́ematiques la proposition suivante.

PROPOSITION8.1.

1+ IG(p,q)(V) = 1+
∞∑

n=1

q(
n
2) · Vn/n!.

2

Alors, si AG(p,q)(V) compte le nombre moyen d’orientations acycliques, le Théor̀eme 3.1
implique la proposition suivante. (voir [28], Paragraphe 5).

PROPOSITION8.2 (WELSH, JANSON).

1+ AG(p,q)(V) =

[
1+

∞∑
n=1

q(
n
2) · (−V)n/n!

]−1

.

2

Notonsa(n,m) le nombre de graphes orientés de façon acyclique, qui ontn sommets
marqúes etm ar̂etes. Il s’ensuit la proposition suivante.

PROPOSITION8.3 (LISKOVEC [16], RODIONOV [19]). Soit p+ q = 1. Alors on a

1+
∞∑

n=1

 (n2)∑
m=0

a(n,m) · pmq(
n
2)−m

 · Vn/n! =

[
1+

∞∑
n=1

q(
n
2) · (−V)n/n!

]−1

.

2

Regardons la sṕecialisationp = q = 1/2 et posonsa(n) :=
∑(n2)

m=0 a(n,m). On obtient alors
le résultat de Stanley (voir [21] ou [23], Chapitre 3.15).

PROPOSITION8.4 (STANLEY, ROBINSON [18]).

1+
∞∑

n=1

a(n) · Vn/(2(
n
2)n!) =

[
1+

∞∑
n=1

(−V)n/(2(
n
2)n!)

]−1

.

2
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Évidemment, tous les autres résultats de cet article peuventêtre sṕecialiśes de la m̂eme
façon que le Th́eor̀eme 3.1. Cette spécialisation〈〈 probabiliste〉〉 du Th́eor̀eme 3.3 fournit
notamment un des deux théor̀emes principaux de l’article [11], que Gessel a d́emontŕe
en établissant une relation de récurrence, dont il a imaginé la solutionà l’aide des〈〈 bons
dénominateurs〉〉.

9. APPENDICEIII. SE PASSER DE LACOMMUTATIVIT É

Soit G = (V, E), V = {1,2, . . . ,n}, un graphe simple. Associons̀a sesn sommets
des variablesv1, v2, . . . , vn et supposons que tout monôme contenant une de ces variables
au moins deux fois est nul. Ceci ne restreint pas la géńeralit́e de nos consid́erations parce
que, selon l’appendice préćedent, on peut remplacerG parG∞ pour obtenir pŕeciśement les
mêmes ŕesultats que dans [5] ou dans [27]. À la diff érence de tous les autres paragraphes,
cependant, nous ne supposons la loi commutative pour deux variablesvi et v j que s’il n’y
a pas d’ar̂ete entre les deux sommetsi, j ∈ V . L’algèbre associative ainsi obtenue est notée
A[V] comme dans le cas commutatif. Il n’est pas difficile de démontrer que chaque monôme
deA[V] correspond, de façon bijective,à une orientation acyclique du graphe engendré par les
sommets qui correspondent aux variables du monôme. Pouŕecrire le mon̂ome, commençons
par les variables des sources de l’orientation acyclique (ces variables commutent mutuelle-
ment puisque l’ensemble des sources est indépendant). En appliquant la même proćedure
au graphe engendré par les sommets des autres variables du monôme, on finit par obtenir une
partition canonique des sommets du monôme en ensembles indépendants. Celle-ci est appelée
V-décompositionou forme normale de Foata(voir [24] ainsi que [5], Théor̀eme 1.2).

Notons AG(ν), AG(0) = 0, la somme de tous les monômes diff́erents deA[V] de sorte
qu’on recouvre la fonctionAG(ν) déjà introduite en soumettant toutes les variablesà la loi
commutative. SiIG(ν), IG(0) = 0, d́esigne la somme de tous les monômes dont les variables
commutent mutuellement (ce sont les monômes correspondant aux ensembles indépendants),
alors la d́emonstration m̂eme de la Proposition 3.2, i.e., le principe d’inclusion–exclusion,
implique encore que le produit[1+ IG(−ν)]·[1+AG(ν)] dénombre les orientations acycliques
sans aucune source. Autrement dit, on aétabli le th́eor̀eme de Cartier et Foata sur l’inversion
(de Möbius) dans le monoı̈de de commutation,̀a savoir l’identit́e (voir [5], Théor̀eme 2.4)
[1+ IG(−ν)] · [1+ AG(ν)] = 1.

Cependant, les coefficients de− log[1+ IG(−ν)] ne sont pas toujours des entiers dans le
cas non-commutatif et la règle∂s

− log[1+ IG(−ν)] = −[1+ IG(−ν)]
−1
· ∂sIG(−ν) n’est

plus valable. Voil̀a pourquoi nous nous sommes imposés, dans cet article, la commutativité
pour toutes les variables.
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