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Orientations Acycliques et le Polydme Chromatique'

Bobo LASs

On attachea tout grapheG son polyrdme chromatique(g (1), qui denombre ses colorations
regulieres avea. couleurs. D’apés Stanley, on sait queg(—1)| estégal au nombre d’orientations
acycliques du graphe, uiesultat qui fut raffi@ par Greene et Zaslavsky. Nous nous proposons de
I'affiner davantage en interprant, avec I'aide de certaines orientations acycliques, les coefficients de
xG (1) dévelopg@ en puissances deet surtout en puissances e— 1). L'utilisation sysématique
des fonctions greratrices des fonctions d’ensembles permet d’avoir @esomstrations &s cour-
tes et explicatives. Elles se veulent ugpansea la suggestion faite par Gebhard et Sagan, qui ont
déja troue des @émonstrations combinatoires de deésultats de Greene et Zaslavsky. Les fonc-
tions d’ensembles permettent ausstdblir une &rie d’interpétations nouvelles de l'invariaiig
de Crapo. Cet article donngalement un nouveiclat aux esultats classiques de Cartier, Foata,
Viennot, Brenti, Gessel et Stanley.

The chromatic polynomiakg (1), which is associated with each gra@h enumerates its regular
colorations withi colors. Stanley showed thgig (—1)| is equal to the number of acyclic orientations
of the graph, a result that was refined by Greene and Zaslavsky. The purpose of the paper is to
show that a further refinement can be obtained by interpreting each coefficiggt(df, when the
polynomial is developed with respect to powers.afnd (1 — 1). A systematic use of the generating
functions for set functions enables us to have very short and instructive proofs. Gebhard and Sagan,
who had already found combinatorial proofs of two results by Greene and Zaslavsky, suggested that
further proofs were to be found. Finally, the set functions algebra allows us to establish a series of
new interpretations for Crapof invariant. This paper also brings a new light to the classical results
due to Cartier, Foata, Viennot, Brenti, Gessel and Stanley.
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1. INTRODUCTION

Soit G = (V, E) un graphe fini non-oriedt Uneorientationde G est un graphe orieat
obtenua partir deG en remplacant chaqueédee € E par un des deux arcs (i.e.,&bes
orienées) possibles. L'orientation eatycliquesi elle ne contient pas de cycles oriesit
Evidemment, le nombre d'orientations acycliqueségsila zero siG contient une boucle
(etégala 1 siG ne contient aucune @e). De plus, des ares multiples d& doivent toutes
étre orienées de la r@me facon pour que I'orientation devienne acyclique.a/iburquoi on
peut supposer, sans restreindre é&magalite, queG est simple, c’esi-dire qu'il ne contient
ni boucles ni agtes multiples, lorsqu’on s'iBtesse aux orientations acycliques.

On appellepuits (resp.sourcg d’'une orientation dé5 un sommet qui n'est I'exémite
initiale (resp.terminalg d’aucun arc. Apparemment, de quelque fagcon que I'on choisisse une
orientation deG, chaque sommet isbldeG est toujoursa la fois un puits et une source, un
fait qui nécessite une prise en charge partiendides sommets i lorsqu'il faut regarder
des puits et des sources e@nmme temps.

Une colorationc : V — {1, 2, ..., 1} de G avecx couleurs est diteéguliere si les deux
extremites de chaque @te ont des couleurs déffentes, c'es&-dire{u, v} € E = c(u) #

c(v). Soit xg(A) le nombre de ces colorations. C’est un des faits les plus classiques de la
théorie des graphesé&doulant plusieurs reprises de cet article) gug()) est un polydme

enx de degén := |V/|, appeé polyrdme chromatiqueEvidemmentyg (») = 0 si G contient

une boucle, et de nouveau on peut se cantonner aux graphes simplétip@irle polyd@me
chromatique.

TMots cks:graphe, polydme chromatique, orientation acyclique, source, puits, invariant de Crapo.
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Les similariés constddes entre les orientations acycliques et le poifyga chromatique ne
sont pas une éocidence. En fait, si

x6() =A"—cn1- A" T on 2 A2 - (=) gy - A,

alors il est classique qum, ¢y, ...,Cy—1 Ssont des entiers positifs; etqgrea Stanley 21], on
sait quecy + c2 + - - - + ¢ch—1 + 1 denombre effectivement les orientations acyclique&de

Ceci soukve imnediatement la question de savoir s'il est possible de partitionner, de fagcon
canonique, I'ensemble des orientations acycliques en blocs de ca&tinglity, ..., Ch_1,

1. En effet, si les sommets de sont nungrogs, c'esta-direV = {1, 2, ..., n}, alors une

telle partition est possible en attachaftchaque orientation acyclique, une partition\de
constitlee pak blocs, appédscomposantede I'orientation acyclique. La &me construction

de ces composantes fut imagapar Greene et Zaslavsi?] (dans un contexte@prrétrique)

et par Viennot 27] (dans le cadre des empilements degais). Un des buts de cet article est

de populariser leurésultat, qui est restplubt inconnu sauf pour le cas d’'une seule com-
posante: le fait que; dénombre les orientations acycliques d’une seule composante (ce sont
par cefinition les orientations acycliques dont le sommet 1 est la seule source) se trouve
dans fi] et dans le livre &cent de Bollohs [, Chapitre X, ttleoeme 8], par exemple.

Suivons Sachs2D, Chapitre V.9.2] et appelongg := c¢; discriminant chromatiquelu
grapheG. Les nombregy, C, ..., Ch—1 sont &kfinis independamment de la nu@rotation
choisie et du fait que I'on s’ilresse aux sources ou fitiaux puits des orientations acy-
cliques. Voik pourquoixg compte les orientations acycliques @edont un sommet fig
est la seule source (ou bien le seul puits)et@it le leitmotif de I'article §] de Gebhard et
Sagan de donner trois preuves nouvelles de@e@ime de Greene et Zaslavsi?], que ces
derniers avaient&@monté en s’appuyant sur les arrangements d’hyperplans.

Supposons maintenant qGeest connexe de sorte queg est strictement positif. Il est clas-
sique (voir R6], Chapitre 1X.2) que le polydme chromatique admet alors lewetloppement

X6 =A-[A =" —br - =D" 24+ (=D by - (A — D],

ou b, by, ...,by_2 sont des entiers positifs correspondacertains coefficients du polyme

de Tutte. Les nombrds, by, ..., by_2 sont probablement les invariants les plus petits (i.e., les
plus puissants) que I'on peut asso@eput graphe (connexa@)partir de son polydme chro-
matique. Leur positivéé implique en particulier une unimoddipartielle des coefficients
tordinaires de xg(1), @ savoir 1< ch_1 < Ch—2 < --- < Cpy2] (voir [1], Chapitre X,
theoeme 13). Nurarotons les sommets du grapBell estévident que

bi+bo+ - +br2o+l=0ac

denombre les orientations acycligues@elont le sommet 1 est le seul puits; et la question
se pose si I'on peut, de nouveau, trouver une partition canonique de I'ensemble de ces orien-
tations en blocs de cardindgb,, by, ...,b,_2, 1. Une telle partition existe effectivement, et
de surcrit, c’est la néme que nous connaissongjal by compte le nombre d’orientations
acycliques deG de k + 1 composantes, dont le puits unique éghla 1, si (et seule-
ment si) la nurérotation des sommets réfit bien la connexétdu graphe. Ceésultat risque
d’étre absolument inconnu, puisque la posiéwles nombrebs, by, ..., by,_2 constitue la
premere moité du tfeoeme principal de I'article toutacent [LO] de Gessel, mais pour la
démonstration, le lecteur est renéy la litterature (i.e., au polydme de Tutte), bien que le
sujet dudit article soient des relations entre colorations et orientations acycliques!

Dans le cas particulier deitivariant Sg := b; de Crapo[6] cependant, on retrouve le
theoeme classique de Greene et Zaslavsig] flui, grace aux arrangements d’hyperplans,
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ont indentifé B comme nombre d’orientations acycliques@@’ayant qu’une seule source

et un seul puitsa savoir les deux sommets adjacents 2 et 1, respectivement. Gebhard et Sagan
ont trouve une preuve par induction de ce fait et ont [gegse le ésultat nériterait d’autres
demonstrations (voird]). Cet article se veut, entre autres, ug@ansea leur suggestion.

Nous donnons, en effet, unérge d’interpétations apparemment nouvelles (incluant celle de
Greene et Zaslavsky) dés, et nous les @montrons avec l'aide de I'abipre des fonctions
d’ensembles.

En fait, de notre point de vue, l'iatét principal de cet article consiste en I'exploration
de la methode des fonctionségératrices dans le psent contexte, a@thode qui a €ja fait
ses preuves dans beaucoup de situationgréifites (voir 14]). Chacun de nos #oremes
s’obtient effectivement comme &gpialisation d’une identit dans l'algbre des fonctions
d’ensembles et le passage entre cesbfites identits se fait toujours en quelques lignes.
Ceci permet notamment de trouver des nouveltgaahstrations, &s courtes et explicatives,
des deux thoremes de Greene et Zaslavsky mentiemai-dessus ainsi que de celui de Stanley
sur|xc (=D

Il nous semble particidrement surprenant que chacune de nos id@snatimettant une
géréralisation non-commutativeapparé déja dans les travaux de Cartier et Foaf, |
Foata [7] et Gessel 10]. De plus, c’est Gessel (voiR[, p. 343—-344]) qui a monér (sur
toute une pagea I'époque) comment on peuéduire le esultat de Stanley du &éoeme de
Cartier et Foata (voirq]) sur I'inversion (de Mbbius) dans le moride de commutation. En
fait, de notre point de vue, ceébreme de Cartier et Foata devient urengralisation non-
commutative directe du @oeme de Stanley2[l] sans aucuneamonstration suppmentaire.
Ceci montrea quel point le livre de Cartier et Foa&tait visionnaire!

Cependant, pour aller plus loin dans le sens desimes de Greene et Zaslavsky qui font
intervenir des interg@tations combinatoires du logarithme, il semble falloir se cantonner au
cascommutatif Cette recessit fut d'abord évelée par Viennot (voirZ7, Proposition 5.10]),
qui a, de plusgtabli I'equivalence du made de Cartier et Foata avec son ratddes em-
pilements de gices ainsi que, notamment, avec notre el@géfere, a savoir les orientations
acycliques d’'un graphe (voi2[, p. 325, c]). Gacea cetteéquivalence, les Téoemes 3.2
et 5.1 de cet article deviennent effectivement da®plisations ou plidt des raffinements de
la Proposition 5.10 de2[7].

Apres avoir expligé notre néthode algbrique dans le Paragraphe 2, nous I'appliquons
pour le traitement du polfdme chromatique et des orientations acycliques dans les Para-
graphes 3-6. Trois appendices sont corésaer la discussion, dans notre optique, des
travaux de Cartier, Foata, Gessel, Viennot et Stanley mer#nindessus. En outre, nous
consicerons brévement les @veloppements du polgme chromatique obtenus par Brenti,
les graphes éhtoirestudies par WelshZ8] et la fonction (syrétrique) chromatique de Stan-
ley (voir [22]).

2. OUTILS ALGEBRIQUES

SoitV un ensemble fini et

f:2V 5 A
VcVie f(V)e A

une fonction d’ensemblespA est un anneau commutatif (avec 1).
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Consicerons la fonction grératrice

Fr) == Y f(v)-vY, )
V/'cV

a joindre aux egles de calcul suivante¥{(, V” C V):

])V/ ) UV// — UV/+V//’ 0[]
V'uVv”, si V' nV'=¢
/ "o s y
ViV = {’r, si V'NV"#@, ol

t+V =1 t4+1:=1, et v = 0.

L'algebre A[V] de ces fonctions &rératrices n'est pas une inconnue. En effet, on a
'isomorphisme
AV] = Afvi, ..., vnl/ (2, ... vf),

si V contientn élements.

EXEMPLE 2.1. Le produit fg de deux fonctions d’ensemblefs g est cfini, pour tout
V' CV, par
(fo(v) == > (V) -gv").
V=V oV
Il en résulte
Frg(v) = Fr(v) - Fg(v).

Pour|V| = oo, soit F(V) I'ensemble partiellement ordoérdes sous-ensembles finis de
V. On a des projections canoniqueg v : A[V'] — A[V'1 (V. V" € F(V),V' 2 V") et
I'on pose

AlV] = I@ AV, V' e F(V)

pour travailler avec des fonctiong&geratrices de la forme

Fron= Y f(v)h".

V'eF (V)

REMARQUE 2.1. Dans [14], les projections canoniques furent utess pour @montrer des
propositions par analogie avec les Propositions 3.2 et 4.1 de cet article. Deux ésulegs
sont directemenrgquivalentsa la Proposition 5.3 de2[7] et au Lemme 1.2 de2]. Cependant,
I'interaction des projections avec I'analyse est moingressante. C’est pourquoi elles ne sont
plus emploges ici.

Soit
V o= Z pivh
veV
la fonction indicatrice des sous-ensemblesvdde cardinalié 1 (I'usage double d¥ pour
I'ensemble et pour ualément deA[V] ne pourra pastrea I'origine de confusions). En mul-
tipliant la fonction gnératriceV plusieurs fois par elle-&me, on voit qué/"/n! repiesente
la fonction indicatrice des sous-ensembles de I'enseiilde cardinalién. L'identité

dYtm v = 3 fqv Y, f:N— A,

n=0 V/eF (V)
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fournit un plongement de I'anneadl![[V]] des fonctions grératrices de type exponentiel
dans I'annealA[V]. Ce plongement est I'origine de (presque?) toutes les applications de
Al[[V]] en combinatoire, mais ilétessite I'existence d’'un métk combinatoire infini (qui ne
fait intervenir que les cardinadis). Par corequent,A[V] donne plus de flexibilé et permet

un traitement algbrique, qui reite parfaitement les @pations classiques de la combinatoire.
Outre celaA[V] est approp#, par excellence, aux calculs par ordinateur.

REMARQUE 2.2. L'anneauZ![[V]] n'est pas noetrien, mais il contient des fonctions im-
portantes comme exy) et log(1 + V).

EXEMPLE 2.2. Sichar A=2,0na

A+V)7t=>"(=D"nt-V"/n!

n=0
=14+V et
o
log(1+ V) => (=)™ Hn— 1t V/n!
n=1
=V +V?/2

dans I'annealA![[V]]. Ces identiés sont I'origine de maintsé&sultats de pagten combi-
natoire.

Pour toutt € A posongt - v)Y = tV'l. V' Vv CV, et, par consquent,
Fram = Y fv) VoY,
vy

Il estévident que cetteéinition est compatible avec I'addition et la multiplication. Les cas
particuliers les plus importants sant —1 ett = 0: Fs(0) = F¢(0-v) = f(0).

Si F+(0) = 0, alorsF¢(v)"/n! est ck&fini pour n'importe quel annead, parce gu’'une
partition enn sous-ensembles non-vides pétre ordonge den! mankres diferentes. Voi
pourquoiA![[V]] opere surA[V] par la substitutior (F (v)) définie pour touG € A![[V]].

Finalement, on utilise lesadiveesd? pour toutv € V définies par

, 4 i ’
guyV o= v s! veV,
0, sinon.

La formule de @rivation d’un produit
3"[Ff(v) - Fg)] = (3"Ft (v) - Fg(v) + F (v) - (3"Fg(v))
est I'analogue algbrique du fait ensembliste le plus fondamental:
veVyVv’ & veV' ou veV”

La formule
" [G(Ff ()] =G (Fr(v)-9"Fs(v), G e Al[V]],
en cecoule imnédiatement.

REMARQUE 2.3. LisomorphismeA[V] >~ Afvy, ..., val/(vZ, ..., v3) ne fait pas corres-
pondred® ad/dvj, maisav;d/dv;. La derivee partielléd/dv; n'a point d'analogue dana[V].
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Pourg C V' C V, posons

’ . ’ " V” H / "
V' =[] o" ie. VWV =V . S VIV
ity 0, sinon;

en particulierp” est l'identi&. Comme(9¥)% = * pour toutv € V, on a
av/av// — 8V/UV” V/ V// C V

Les ogerateurs difrentiels nétant pas des combinaisonsHaires desérivations délements
3Y, v € V, ne satisfont pas aux formules dériyation ordinaires. En s’appuyant sur la
définition 3V’ := [,y 8, cependant, on peut calculer dégles spcifiques pour eux.

PROPOSITION2.1.

(a) Soient fg:2¥ — A des fonction d’'ensembles, et soit& V fixé. Alors

BV/[Ff v) - Fg(\))] — Z 8\///Ff ) - 8V/\V// Fg(v).
gcVICV/

(b) Soientsp e V, etsoit Ge Al[[V]]. Alors
ISPIG(Fr ()] = G"(Fr(v) - 05F (v) - PF¢ (v) + G'(Fr (1)) - 'SP F ¢ (v).

(c) Soitt une variable (ou £ A) et posons ) := tV'13V'. Alors
pcvicV

DM®[Ff(v) - Fg()] =DM®F¢(v) - DM)Fg(v):  puisque
D(t)Ff(v) = Fr((t + D).

O

3. ORIENTATIONS ACYCLIQUES ETENSEMBLESINDEPENDANTS SOURCES OUPUITS

Pour toutyh c V' C V, soitG[V'] le sous-graphe d& = (V, E) engende parV’: c’est
le graphe dont les sommets sont les point¥@eet dont les d@tes sont les ates deG ayant
leurs deux ex&mites dansV’. Un sous-ensemble de sommets est dihdépendantsi le
sous-graphe enger&parl ne contient aucune &te.

Une colorationc : V — {1,2,...,1} de G avec couleurs estéguliere (voir ‘Para-
graphe 1’) si et seulement si, pour tdute {1,2,..., 4}, le sous-ensemble 1(i) est un
ensemble de sommets ikendant (ou vide)oila pourquoi une coloration&guliere avech
couleurs n'est rien d’autre qu’une partition de V @rensembles irependants, dont chacun
peutétre vide.

Soit Ig(v), Ig(0) = 0, la fonction indicatrice des sous-ensemblegp®hdants d& (la
valeur de cette fonction indicatrice suf, @ c V' C V, estégala 1, siG[V’] ne contient
aucune ate, etegala 0 sinon):

lg(v) := Z e
#cCl CV,lindéependant

et posons

X6, (V) = Z xGv ) - vV,
#cV'cVv
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ou xgpv/j(2) désigne le polydme chromatique (c'esi-dire le nombre de colorations
reguliéres avea. couleurs) deG[V'].

Rappelons que le coefficient éaire dexg (+) multiplié par(—1)"~1, i.e., (-=1)""1x; (0),
est appe? discriminant chromatique et r&atg; et geréralisons la éfinition de I'invariant de
Crapo donge dans l'introduction en posafig := (—1)" xg(1), oui désigne le nombre
de sommets isék deG. Le lecteur familier ave@g verra facilement que cetteéfinition est
équivalentea la sienne, sG contient au moins une @te. SiG ne contient aucune @te, on
ob:[ient,BG = n, une cfinition artificielle qui sera modifie ci-dessous.

Evidemment, nous utilisons lesémes @finitions pour tous les sous-graphes engesdr
notant en particulier(G[V’]) le nombre de sommets igd deG[V'].

Puisqu’une multiplication dans I'atdpre A[V ] aveca facteurs compte des partitions &n
ensembles, on a l'idenéitfondamentale (un facteur 1 correspond au fait qu’'on peut choisir
'ensemble vide pour la couleur correspondante, i.e., ne pas utiliser cette couleur pour la
coloration), que nous reproduisons dans la proposition suivante.

PropPosITION3.1. Ona

1+ xGa(v) = [1+ lcW)]*,
d
L+ reamI=11+ lcM]* - logll+ lg()];

et, en particulier, pour le discriminant chromatique et I'invariant de CrapoSg, on a

—log[l+ la(-v)]= Y agg-vY.
#cV'cV

[1+ ()] logll+ la(-nl= > (D' CVDggy, vV
pcV'cVv

O

EXEMPLE 3.1. Selon 'Exemple 2.2l (v) + Ig(v)2/2 compte les discriminants chroma-
tiques modulo 2. Par coaguenta g est impair si et seulement si le grapBeest connexe et
biparti (voir [20, Chapitre V.9.2]). (Un graphe est biparti, si 'ensemble de ses sommets peut
étre partition@ en deux classes iadendantes.)

Pour toutd ¢ V' C V, soita(G[V’]) le nombre d’orientations acycliques du gra/’]
(voir I'introduction), et soitas(G[V']) le nombre d’orientations acycliques @&fV’], dont
'ensemble des sources é&gjala S, ¥ € S C V. Evidemmentas(G[V’]) = 0, siSn'est
pas un sous-ensemble ©é. De plus, siS = @, alors on a toujouras(G[V']) = 0, puisque
chaque orientation acyclique du gragBgV’] (JV’| > 0) a au moins une source. Posons

Acv):= Y aGIVD v,  Agsmi= Y asGIV] vV
gcVv'ev pcV’'cv

Le rapport fondamental entre les orientations acycliques et les sous-enseméjfEnitahts
de G repose uniquement sur le fait qliensemble des sources d'une orientation acyclique
est toujours inépendant.

Or,siS, ¥ C S CV, nest pas indpendant (I'ensemble vide est amgkendant)S ne peut
pasétre un sous-ensemble de I'ensemble des sourcé&s €St independant, cependant, alors
[1+Ac(v)]-vS compte le nombre d’orientations acycliques telles §uest un sous-ensemble
de I'ensemble des sources; car ces orientation6d¢€], S <€ V' C V, s’obtiennent en
choisissant une orientation acyclique quelconque du grgihe\ S et en orientant toutes
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les autres dtes deS a V’\S. Par congquent, le principe d’inclusion—exclusion fournit le
résultat suivant (voirq], Théoeme 3.1, pour unegéralisation non-commutative ayant la
méme émonstration).

PROPOSITION3.2 (FOATA). Pourtoutd € SC V ona
[14+ Ac)]- (=D'¥3%[L + I (=11 = %1+ Ag 5],
les cas particuliers les plus iatessant@tant S= ) et S= {s} (s € V):

[1+AcW]-[1+ (-] =1, —[1+ Ac()] - 8°lg(—v) = Ag s(v).

O

Le theoeme suivant est une cdatuence imradiate des deux propositionsépedentes
(voir [21] ou [17], 9.46, ainsi queq], Théoreme 2.4, et]7], Proposition 5.1).

THEOREME 3.1 (STANLEY, CARTIER—FOATA, GESSEI-VIENNOT).
Pour touty c V' C V,

[1+1c(—)] P =14+ Ac(v) =1+ x._1(—v)

dénombre les orientations acycliqgues déW®]. En particulier, on a &G) = (—=1)"xc(—1),
et ce nombre est toujours strictement positif. O

Soits € V fixé. Alors le Tkeoeme 3.1 et la Proposition 3.2 impliquent
3° —log[1 + Ig(—1)] = —[1+ I ()] - 8°lg(—v) = Ag s(v).

PosonsAg (v) := —log[1+ Ig(—v)]. Il s’ensuit le tleoreme suivant (voir12] ou [9] ainsi
que R7], Proposition 5.10):

THEOREME 3.2 (GREENE-ZASLAVSKY, VIENNOT). Pour toutd c V' C V,

d
—log[l+ lg(—)] = A5(v) = —axe,o(—V)

denombre les orientations acycliques déW3] n’ayant qu’une seule source &g s V’. En
particulier, on a &(G) = (—1)”*1)((’3(0) = «ag pour tout se V, et ce nombre n’est jamais
négatif. Plus pécigment, il esegala 0 si G n’est pas connexe, il esgala 1 si G est un
arbre, et il est plus grand que 1 dans tous les autres cas.

DEMONSTRATION. Seulement la toute degrie affirmation n’est pas encoggidente. Elle
se cemontre comme suit. Les plus courts cheminsdeV a n’importe quel autre sommet
forment une arborescence av®comme source unique. Unegte sup@mentaire dés doit
(passer de traverspar rapport cette arborescence et pétite orienée de deux maares
difféerentes sans qu'il y ait un cycle oriénEnfin, chacune de ces deux orientations acycliques
peutétre prolongea toutG. O

Finalement, soitx(G) le nombre d’orientations acycliques &= (V, E) avec (pecie-
ment)k sources et posons

n
a(t) =Yy a@)tk,  Agi(v) = Y agyt) vV,
k=1 pcV'cv

(Ag.1(v) = Ag(v)). Avec l'aide de la Proposition 3.2 ainsi que de lopteur diférentiel
D(t) de la Proposition 2.1, c), on obtient leetheme suivant.
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THEOREME 3.3. On a

1+ Act(v) =[1+ Ac()]- D(-D[1+ Ig(—v)]
_ 1+ 1t —Dy)
T 14 1g(=v)
O
Evidemment, tout ce qui futnon@ pour les sources vaégalement pour les puits. En

particulier,as(G[V']) (pour les sources) ou encaae (G[V']) (pour les puits)jy c V' C V,
estégala zro, siV’\ S (ou bienV’\ P) contient un sommet iseldans le graph&[V’'].

4. ORIENTATIONS ACYCLIQUES ETENSEMBLESINDEPENDANTS SOURCES ETPUITS

Les sommets isék posent des prafthes lorsqu’on veut regarder les sources et les puits en
méme temps; car ces sommets sont toujours les déaufois. Dans cette optique, I&fihition
suivante seéwele raisonnable.

DEFINITION 4.1. Pour toutyy ¢ V' C V, soit | (G[V’]) 'ensemble des sommets igsl
deG[V'] (I (GIV'D| =i(G[V']).Sis Cc S, P CVetSNP = ¢, notonslas p(G[V'])| le
nombre d'orientations acycliques du graghg/’] telles que I'ensemble des sourceségsil
aSuU I (G[V']) et 'ensemble des puits esgala P U | (G[V']); et posonss p(G[V']) :=
(=1 CIVDNEIP) a5 5 (G[V'])|. Par dfinition,as p (G[V']) := 0, siSN P # ¢.

Posons /
Acsp() = Y  asp(GIV] vV,
pcv'eV
Alors la Proposition 3.2, ainsi que le principe d’'inclusion—exclusion, impliquent la proposition
suivante (voir Gessellp] pour une @réralisation non-commutative et panée).

PROPOSITION4.1 (GESSEL. Poury Cc S, P CV ona
14 AcW)]- [(=DF85Ig (=] - [(=1)'P1aPIg(—v)]

= Ac.s) - [(=DP1aP I (=) = Ac p() - [(=1)¥85I5(—v)]
= Ag,sp(V).

DEMONSTRATION. Il ne s’agit que d’expliquer I'enfre des nombresgatifs due aux som-
mets isoks. Soiti un sommet is@ de G (pour les sous-graphes engesslG[V'], ¥ C
V/ C V, on ale néme argument), alois¢ Simplique

3 Acsm) =0 et 3'(=1%SIg(—v) = - (=1)!¥3SIg(—v),
ou S peutétre remplae parP. Par congquentj ¢ (SU P) implique
3 Agsp(v) =—v - Agsp(V). O

Maintenant, pours, p € V fixés, il cecoule de la proposition peedente ainsi que du
Théoreme 3.1 (voir aussi la Proposition 2.1) que

ISP (14 1g(—)] - log[L + lg(—v)])

=1+ lc(=»]1 3%g(=v) - dPlg(—v) + L+ log[l+ Ig(—=v)]) - 3P g (—v)
= Agsp(v) + (1 +log[l + Ig(—1)]) - 3P (—v).
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Sis et p sont adjacents, alotsS P Ig(—v) = 0, et il s’ensuit
0 PH([L+ Ig(—v)] - loglLl + I (—1)]) = Ac s p(v).
Cela implique le tBoeme suivant (voir]2] ou [9]), que nous ref@sentons dana[V].

THEOREME 4.1 (GREENE-ZASLAVSKY). La fonction d’ensembles

d
[1+lg(=v)]-log[l+ Ig(—v)] = aXG,l(_V)
prend la valeur(—1)'V'I|V’| pour tout c V' < V, lorsque V est inependant (car
exp(—V’) - loglexp(=V")] = =V’ - exp(—V")), et la valeur

as p(GIV'D) = (=)' xg (D = (—D'BGIV'])
= (—=DMas p(GIVA\ITD) = (=) Txgyn D = (—DIBGIVAID,

lorsque GV’] contient une agte(s, p} et | est I'ensemble des sommetsésotle GV']. En
particulier, si G ne contient aucun sommet isel{s, p} est une agte de G, alors a,(G) =
(—=D" x5 (1) = B(G) denombre les orientations acycliques de G n’ayant qu’une seule source
a s et qu'un seul puita p. Ce nombre n’est jamai€gatif et strictement positif si G est un
bloc, c’esta-dire si G est 2-connexe ou la seul@tg{s, p}.

DEMONSTRATION. Seulement la toute degmie affirmation n'est pas encoévidente.
Elle se &montre comme suit. Selodd], Chapitre 3.2, tout graphe 2-connexe admet une
(decomposition en oreillesdonree par des cheminGy, ..., Cy tels queCi1 = {s, p},
IV(C)HN[V(C)U---UV(Ci_1)]| =2 pourtout 2<i < ketV =V(Cp)U---UV(Cy).
Cette cccomposition permet de mur® d’une fonction injectiva : V. — [0, 1],i(s) = 0,

i (p) = 1, qui augmente (ou diminue) le long de tous les cher@ins. ., Cx de facon stricte-
ment monotone. Alors il ne s’agit que d’orienter chaguEtede son exémité la plus petite
(seloni) a son extemite la plus grande. O

Nous avons éja interpete [1+ Ig(—v)]~ (Theome 3.1)— log[1+ Ig(—v)] en cerivant
par rapporta unélement (Tleoeme 3.2) el + Ig(—v)] - log[1 + Ig(—v)] en cerivant
deux fois (TleoRme 4.1). En effet- log[1 — V] est l'integrale dg1 — V]~1. Cependant,
l'intégrale de—log[1 — V] n'est pas[1 — V] - log[1 — V], mais[1 — V] - log[1l — V] —
[—V]. Voila pourquoi le tkoeme principal de ce paragraphe est corgsadiinterprétation
de[l1+ Ig(—v)]-log[l+ Ig(—v)] — Ig(—v). Sil'on ajoute le terme-lg(—v) au membre
de gauche de la degrie identié de la Proposition 3.1, la valeur @gy/; ne change que si
V’ est incependant : dans ce cfig|y/ n'est pluségala|V’| maisa|V’| — 1 (toutes les deux
définitionsétant artificielles). On utilisera donc I'ider#it

> (=) CVD By v = 1+ le(—1)] - logll + la(—1)] — I (—v).
#cV’'cV
Avec cette modification (et la &inition 4.1) on a alors le #toeme suivant.

THEOREME 4.2. Soit V = {1, ..., n} et soit i le nombre de sommets igslde G. Alors le
coefficient deV dans[1+ Ig(—v)]-log[1+ Ig(—v)] — Ig(—v), c’esta-dire (—1)' Bg, est
égala

a1y, 2(G) — a1,2,3)(G) + &1,2,3,(4)(G) — - - + (=D "a1.2,...n—1},(n}(G).

ou la somme pEcedente s’aréte dbs que I'ensemble des sourcs 2, ..., k} n'est plus
indépendant.
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DEMONSTRATION. Dérivons successivement par rapgtbus lelements:

AL+ 16(=01-log[l + Ig(=)] — lg(—1))

=log[1+ lg(—v)]- 3G (—v),

I (14 1g(—=0)] - logll + lg(—=v)] — lg(—v))

= Ac.(1.121(v) + log[L + I (—=v)] - 812 16 (=),

A2 ([L+ 16(=0)1 - logll + Ig(—1)] — lg (=)

=33 Ac (1.2 (1) — Ac,(L2).(3 () +log[1 + I ()] - 3123 g (—v),

912K (14 16(—v)] - log[1 + Ig(—v)] — I (—))
— 4+ —D*AG 12 ko1 (V) + logll 4 I (—v)] - 82K g (),

3V ([1+ 1(=1)]-log[l + Ig(=v)] — lg(—1))
=3V Ac(1).22(v) — 3V Ac 1,233 (V) + 38" Ac (1.2.3).14) (V)
— e+ (=DM Ac (1.2, n-1y.im (V). a

5. LEPOLYNOME CHROMATIQUE: BASES CANONIQUES

Tout d’abord, il &coule de la Proposition 3.1 et du@ideme 3.1 la proposition suivante.

PROPOSITIONS.1 (STANLEY [21], GESSEL[10]).
14+ xea() =[1+leMT*. 1+ xg-a(-v) =[1+ Ac(w)]*.
|

SoitV = {1, 2,...,n}, et regardons une orientation acyclique deéses deG = (V, E).
NotonsV; I'ensemble des sommets accessibles (par des cheminss)i@partir devy := 1.
Soitv; le plus petit sommet de&\ V1, et soitVo 'ensemble des sommets ®@ V; accessibles
dewvs ... Finalement, soity le plus petit sommet d&\ (V1U- - -UVk_1), et soitVk 'ensemble
des sommets A&\ (V1 U --- U Vk_1) accessibles de, V = V1 W Vo W - - - W V. On appelle
k le nombre deeomposantede |'orientation acyclique. Ainsi une orientation acycliquekde
composantes est conséipar une partitio = V1 W- - -WVj en orientations acycliques avec
des sources féesvi, . . ., vk (le plus petit sommet; de chaque composanig est la source
unique, et les d@tes entre deux composanigset V; avecv; < vj sont toutes orieges de
Vj aV;). Or, puisqueAs (v) compte des orientations acycliques avec une source unidge fix
(ou bien des orientations acycliques d’'une seule composaital)) = O, il s’ensuit que
A*é(v)"/k! compte des orientations acycliqgueskdeomposantes. En particulier, on a

exp Az (1] =1+ Ag(v),
ce qui est la @monstration de Viennot (voi2[], Proposition 5.10) du Téoreme 3.2a savoir
de l'identite

c(v) = —log[1+ lg(—V)],
avec l'aide du TBoeme 3.1, i.e., de l'idenét1+ Ag(v) = [1+ lg(—v)] L.
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Notonsc(G) le nombre decomposantes connexds G, de sorte que chaque orientation
acyclique deG a au moinsc(G) composantes, ce hombre minimal pouvéire atteint
selon le Tleoeme 3.2. On en&Huit le esultat de Greene et Zaslavsky (vai2] ou [26],
Chapitre 1X.2), que nous reformulons dans l&lge des fonctions d’ensembles.

THEOREME 5.1 (GREENE-ZASLAVSKY, VIENNOT). On a

1+ xea(—v) = exp - loglL + la(—v)]) = exp(—1 - AL (1)
=Y =AWk - 2k,
k=0

En particulier,
%) = A" =1 A" o2 AP =k (=) e A,

ou ¢ désigne le nombre d’orientations acycliques de G de k composantes,= |E]|,
ct=ac =aq(G),1+ch_1+Ch2+---F+Ci=a(G);ck =0,sik<c(G), et > 0, si
k > c(G). O

REMARQUE 5.1. Le theoeme pécedent montre que 'alternance des signes du fgotys
chromatique est une coeguence directe de la posit&ides discriminants chromatiques,
c'esta-dire deAg (v).

Un résultat plus puissant que I'alternance des signes du polgrchromatique &elopg@
par rapporia la base des puissancesest celui de I'alternance des signes par rappde
base des puissancés — 1)%, ce qui correspond au polgme de Tutte. Pour laéinontrer
avec l'aide des orientations acycliques, supposons@uest connexe et que ses sommets
sont nunérogs avec les nombres 1., n de telle facon que le plus petit voisin de chaque
sommet (sauf 1) porte un nombre plus petit que celui du somraeten(De cette magie, la
numérotation reftte bien la connexét)

Dans cette situation, les sommets. . ., vk d’une orientation acyclique decomposantes
V = Vi W... WV (de nouveau, pour chaque composafiteson plus petit sommet est sa
source unique) ne peuvent fEse des puits; car, pour chacun de ces sommessn plus petit
voisin se trouve toujours dans une composante plus petitg(ndeur d’'une composante
étant nesugée en fonction de son plus petiement) de sorte que I'ate correspondantewg
comme extemité initiale et le plus petit voisin comme e&mité terminale.

Sivy = 1 est un puits (i.e.y2 = 2), alors la suppression des puigduit le nombre de
composantes de B (savoir de la composanty = {1}). D’autre part, en ajoutant les puits
distincts dev; = 1, on les affecte automatiquemeria composante la plus petite d'ds sont
accessibles (c’est la composante du plus petit voisin ou une composante encore plus petite).

Par congéquent, pour chaque ensemble de sommetspeddant tel que 1= vy € 1, le
coefficient devV dans[ A (v)¥/k!] - v' compte le nombre d’orientations acycliqueskde 1
composantes d& telles quel est un sous-ensemble des puits. &gilourquoi le principe
d'inclusion—exclusion implique que le coefficient dé dans[ A5 (»)*/k!] - [—8 M 1g(—v)]
compte le nombre d’orientations acycliqueskdé 1 composantes d8, dont le puits unique
estégala 1 (pourk = 1 il s’agit bien du nombreyy) (13(G)).

Notons b(G) le nombre deblocs de G (voir le Theoeme 4.1), de sorte que chaque
orientation acyclique d& telle que le sommet 1 est son puits unique a au moid + 1
composantes; pour une telle orientation il estessaire et suffisant, que le plus petit sommet
de tout bloc soit son puits unique. Selon le€beme 4.1 le nombre minimal d&aG) + 1
composantes pedtre atteint. Nous avonschonté le theoeme principal de ce paragraphe
(voir [26], Chapitre 1X.2).
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THEOREME 5.2. On a

—Wyei(=v) =1 [1+ lg(=m* 1 [—aMIg(—v)]
=r-exp—(h — 1) - A5 () - [P g (—v)]

=1 Y (=AsOI/KD - [-9M 6 (=1)] - (= D,
k=0
En particulier,
x6M) =A- [ =Dt —bho- A =D" 24 4+ (=D)"br- (A — D],

ou by désigne le nombre d’orientations acycliques de G de kcomposantes, dont le puits
unique eségalal by = |E| — (n—1), b1 = g = a2, (3(G), 1+ bpo+ -+ by =
ac = q1(G); bk =0, sik < b(G), eth > 0, sik > b(G). O

ExemMPLE 5.1. Le graphe don@ dans les dessins suivants admet quatre orientations acy-
cligues, dont le puits unique est 1: une de quatre composantes, deux de trois composantes et
une de deux composantes. \opourquoi son polyme chromatique &crit A[(A — 1)° —
20—+ (A —D]l=2(r — (1 — 22

3 3 3 3
4<]> 1 4<]> 1 4<j> 1 4<l> 1
2 2 2 2
composantes: composantes: composantes: composantes:
{14,{2}.{3},{4} {1},{2,3},{4} {14{2}.{3.4 {1}.{2,3.4
6. LE POLYNOME CHROMATIQUE: BASESEXOTIQUES
Notonsy (G) le nombre chromatique d8, i.e., le plus petit nombre de couleumsaessaire
pour colorier les sommets d& de facon eguliere.

Gracea la Proposition 5.1 ek la formule du bidme, on obtient le @veloppement du
polyndme chromatique du graplie = (V, E) dans les deux bases

o) () ) ()

PROPOSITION6.1 (BRENTI[3]).

> A > A
1+ xea(v) = kgo Ie(v>k<k>, 14 x6.2.(v) = Z[—Ie(v)]k((k)),

k=0
00 A e A
1+ xG,-1(=v) = kX::O AG(V)k<k>’ 1+ xea(-v) = kX_(:)[_AG(V)]k<<k))'

Alors, avedV| =n,ona

xo(W) =0 pin_ g A=t i a2 g
=A"—an 1 A" a2 AP - (D" A,
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ou les i sont des entiers positifsédombrant des partitions en ensemblegijmehdants non-
vides) et les psont des entiers strictement positif&(@mbrant des partitions en orientations
acycligues) < k < n — 1. En particulier, h—1 = (3) — |E|, an—1 = (5) + |E|, a1 = a(G)
eti; estégalalsi|E| = 0etégala 0sinon. De plus, on &i= 0, sik < x(G), etix > 0, si
k> x(G). O

Le résultat sur les nombrea constitue un des #oemes principaux de3[ (a savoir
le Theoeme 5.5 qui est directemeguivalent au Teoeme 5.3). Remarquons que la
demonstration de Brenti (par induction simukénsur le nombre des sommets et désesr
du graphe) est la plus longue de tout I'articB, pien que Brenti remercie I'arbitrefor sug-
gesting a simplification in the proof of Theorem 5.3

Brenti [3] a également rega&d

Pe) me X' = - er( 3 X

L—x)HL (1 1 n+l

ou I'implication est une corexquence deZ3], Chapitre 4.2. Dans cet esprit, nous nous pro-
posons de trouver plusieurs expressions pour

Pox(i= > M v

1—x)IVI+1
pcV'cv )

PROPOSITIONG6.2. On a
o0

1 — B AWk _ 1
mwe,x(w—gmle(u)] X = T AT ieo]
! X 1 & x e\
- e = e ()
k=0
L (—)—i[lﬂx()wx*— !
Tox e VT TR T I A
! X 1 & %A\
_l—x'[l_l—xAG(U)} _l—xlz( 1—x )

k=0

11 1 R VAT
x—1+§'PGsi(”)_x—[1+|G(u)]_x—1'k§)(x—1>’

11 B 1 1 S (A
x—1_§'PG*X(_U)_X—[1+AG(\;)]_x—1'k§<x—1)'

O

REMARQUE 6.1. On n’a pas besoin de s’appuyer s8], Chapitre 4.2, puisque l'idenét

fondamentale 1 . 1
1-y 1-3
implique évidemment
S () Jp— N :
1-x ‘ 1—-x[1+ Ic()] 1- 11+ As(-v)]
1 B 1 — 1

1—x[1+ Ac (] 1 Peitm=1, - Peil=
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Calculons aussi la fonctiorégératrice

Pox() = Y o) -vY

pcV'cV

PROPOSITIONG.3 (TOMESCU[25], GANSNER-VO [8], BRENTI[3]). Ona

14 Pox(v) = (1_ M) _ i(M)

1-x = 1-x
(% Asl@—xv] ‘1_2‘” X Agl(L—xvT\"
1+X'Pe,;<x”)—(1‘T> ‘k=o(T>’
llx = DvI\ " S lel(x = DT\
1+P ,;(xv)=<1—7) =D <7) ,
G.x x—1 et x—1
1 B Aclx =D\ 7" K Acl(x — D]\
1+§'PG’X(”)_<1_?) —kzzo(ﬁ)-

Alors, avec les nombreg et & de la Propositior6.1 on a notamment
pe(¥) =nl- X" +in1- (=D X" 1A= %) +inz- (N— 21 x" 21— x)?
4odin 2. x2A = )" 2 4ig - x(L—x)" L
=nl-X+an1-N=D!-X(X—1) +an2 - (N—2)! XX —1)?
+otap 2. X =D P e x(x— DML
O

Supposons qu¥ = {1,2,...,n}. Pour Cc V',V” C V soitV' < V” si et seulement
siv’ < v” pour toutv’ € V' etv” € V”. De plus, pour des ensembles de sommets non

vides, deuxa deux disjoints et ingpendantdy, ..., Ik, soit G[{l, ..., Ix}] le graphe dont
les sommets sont lds ensembledy, ..., Ik et tel quefl;,, ..., li;}, ¥ C iy, ..., 15} S
{1,...,k}, estun ensemble desommets indpendants si et seulementigiy - - - U Ij; est
indépendant dans le grapl@ et (apes une permutation apprope defiy, ...,ij}) li; <
- < lj; (voir [8]). Alors la proposition pecedente ainsi que le Boeme 3.1 impliquent
1+ Pgx(v)

-1

=|1- Z X(1—x)!H=1. !

_dclcv
lindependant

[l
_ ! -1 j
=1+ E v-E (j—l - (=X)
_(Aglgv j=

lindépendant

-1

=1+ > > (= =xh)

k= 1740l =l
lindépendant lp<e<lj

=1+ ) S aGl e D - ') '),

GcV'CV  1pe-ulh=V/
I1.....Ixindépendants
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PROPOSITIONG.4 (LINIAL [15], GANSNER-VO [8], TOMESCU[25]). Ona

1+ Pox(m) =1+ Y > a@Gln ... ) 'y (xv').

pcv'cv 1.6l =V’
I1....1x indépendants

En particulier,
Pe(X) = pnx" + pn_ax" 1+ -+ pax

ou les @, 1 < k < n, sont des entiers positifs tels qug p pr—1+ -+ p1 = pc(l) =nl.
De plus, p = a1 = a(G) et p, estégala 1 si |[E| = 0 etégala 0 sinon. Six(G) est le
nombre chromatique de G, alorp= 0, sik < x(G), et x > 0, sik > x(G), pX(G)
= iy - x(G)L

Brenti [3] a aussi introduit eétudie beaucoup de polgmes qui ne furent jamais congiés
auparavantA partir du polyrdome chromatique, leurs fonctions d’ensembles peugénet
définies comme suit:

> (A
1+ e, () =[1+lec* =) <k> I (),

k=0

1+ 06,.(v) = expiilc] = Y Alem)*/k,
k=0

1466, 0) =[1- )] Zxklew)k

[ (*
1+ xea(v) =[14 Ag(-n)] ™ = Z((k))[—AG(—v)]k,

k=0

1+ 16,(0) = expiAAc()] = Y A Acm)*/kL,
k=0

1+Tea) =[1-2Acm)] ™ =) WFAsm)®.
k=0

Finalement, une comparaison avec la Proposition 6.2 fournit les identit
1+(1—-x)-Pgx(v) = 1+0g x (v) et
1 _
1+ (5 = 1) Pox(-v) =147 1 0.

On entire la proposition suivante.
PROPOSITIONG.5 (BRENTI [3]).

ﬁG,x(‘)) =
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7. APPENDICEIl. LESTRAVAUX DE GESSEL ETSTANLEY

Une cerivation de notre polyiime chromatique par rappartplusieursléments fournit:

1+ %6, () =[1+ e,
¥xG (/A =[1+ leWI* 1 8%I(),
ISPy, (/A — 1) = [1+ lgW)]* 2 3%1c(1)aPlg(v),
S PA G (W)/A — D —2) =[1+ e ]2 8%16(1PIc (13T 16 (v),
si {s, p} (resp.{s, p, q}) est une &te (resp. un triangle) d&, des conditions que I'on sup-

posera toujours satisfaites dans la suite.
A l'aide du Theoeme 3.1 et de la Proposition 3.2, oadiiit des expressions positives:

1+ xG,—1(—v) = [14+ AcW)]*,
%%, 1. (—)/A = [14+ Ac()T* - Ags(v),
Py i (—1)/A( + 1) = [14+ Ac()]* - Ags(1) Ag,p(v),
3Py (—0)/AG+ DA +2) = [14+ AcW)T* - Ag s(1) Ac,p(1) A q(V),

ou les trois prengreségaligés reprennent les Eoemes 3.2, 3.4 et 3.3 de Gess&D||
respectivement. @Gcea la Proposition 4.1, on pel&cerire la troistme expression de la fagon
suivante:

3Py (/A + 1) =[1+ AW Agsp(v).

Cependant, cette expression n’est parténglinent inkressante que &i = —1, puisque, en
géréral, Ag s p(v) n'est pas positif, au moins pour certains sous-graphes erggeddG. Le
casi = —1 fut utilisé par Gessell0] pour cemontrer son Teoreme 3.1 correspondant au
Théorme 4.1 de cet article.

Dans l'esprit du Paragraphe 6, calculons

- > 9Sx6a (V) 2 Py,
A ZAGAV a1l A—2
;)[1 + X6 ()]- X ; > X 2 G- -1 ¥
__r __ Bl _ PlemiPle(m)
T 1-x[1+lcW)] T 1-x[1+lcW)] T 1-x[1+IlcW)]’
et posons
3 x o~ X6 i o~ X6 o
2 a0 X 25X 2 56—
=0 A=1 r=2
. Pc(®) . de(X) e
(L= A= @ xnt

Pour les fonctions d’ensembl®g; x (v), Qg x(v) et Rg x(v) dénombrant les polydmesp, q
etr, respectivement, on obtient alors I'analogue de la Proposition 6.3.

PrROPOSITION7.1. Ona

X - IG[(l—X)v]>l

1+ PG,X(V):<1_ 1—x

S — i
0°Qa x(v) = (1 1—x

X lol@—xv\ " 8%lg[(L— x)v]
) . 1-x

)

5isp} Re.x(v) = (]_ _
1-—x

X lg[(1—X)v] -1 SIg[(L = x)v] aPIG[(1 — x)v]
' 1—-x 1—x '
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Alors avec les nombreg des Proposition$.1et6.3on a notamment {i= 0si{s, p} estune
aréte de G)

Pe(X) =Nl X" +in_1-(n—D!-x"11 = x)
otz 2. X281 = 0" 2 g x(1— )"
acX) =M= x"T4i,1-(n=2)! x"21-x)
oz XL =) i (-0
re(X)=mN—-2)!-x"?+ip_1-(Nn=3)!-x"31-x)
+o i =02

O

Pour des ensembles de sommets non vides, @deaxix disjoints et inebendants;, .. ., I,
utilisons de nouveau le graph&[{l4, ..., Ix}] introduit dans le Paragraphe 6. Si, pour le
sommets € V, il existe uni € {1,...,k} tel ques € Vi, notonsas(G[{l1, ..., Ix}]) le
nombre d’orientations acycliques du grapBgl1, ..., Ik}] dont le sommet correspondant
a'V; est la source unique. Deéme, si pour les deux egtmites de I'aéte {s, p}, il existe
desi,j € {1,....k} tels ques € V; et p € Vj, notonsas p(G[{l1...., I}]) le nombre
d’orientations acycliques du grapk&{ly, ..., Ix}] dont le sommet correspondany; est la
source unique et dont le sommet correspondavit est le puits unique (Nous supposons ici
queG ne contient aucun sommet igohoir la Definition 4.1).

On ceémontre alors exactement comme dans le Paragraphe 6 (en s’appuyant, de plus, sur les
Propositions 3.2 et 4.1) la proposition suivante.

PROPOSITION7.2 (GESSEL[10Q]). Ona

Po.x(v) = > aG{ln L D - 'y '),
BClyy--wl vV
I1....lx indépendants

®°Qexm = Y. xTas(Gl{le.... kD ') ',
selq -yl CV
I1..... Ik indépendants

M PRex) = Y X 2rasp(Gllle, .., D - ') ot
s, pel W Wl CV
I1.....Ik indépendants

En particulier,

Pe(X) = pnx" 4+ proax" 14 4 pax,
A (X) = gn_1X""t + an_2X""Z + - + q1x + qo,
re(X) =rn_ox"2 4+ rn_ax" 3+ .. Fr1x 410,

ou les [, gk et rk sont des entiers positifs (dans le cas de# faut supposer, de plus, que G
ne contient aucun sommet igplels que p(1) = n!, qc(1) = (n — D! etrg(l) = (n — 2)!
ainsi que p = a(G), oh—1 = as(G) etrp_» = as p(G). Six (G) est le nombre chromatique
de G etk< x(G), alors x = 0, k-1 = Oetrg_o = Oainsi que gy = iyG) - x(G)!,
Oy G)-1 =y (x(G) —Dletr,g—2 =i,c) - (x(G) —2)!. Sik> x(G),ona > 0,
et k—1 > 0si G est connexe. O

Evidemment, on a aussi des expressions directes.
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PROPOSITION7.3.

_ X - 1[(1 = x)v]
X- Qg x(v) =— |09<1 - T)’

5 B _x~IG[(1—x)v] . _x~IG[(1—x)v]
X'RG,X(V)—<1 i )|og<1 X leld—xov] )

X Ig[(1—Xx)v]
+T -[1-— |0g(1 —X)].
O

Notons que la positivit des coefficients du poldmerg(x) est le Esultat principal de
l'article [10] de Gessel (@monté sur plus qu’une pagel'aide du tleoeme fondamental de
Stanley sur le®-partitions) tandis que le polyimeqg (x) n'y figure pas.

Remarquons finalement que Stanl2g][a introduit etetudi la fonction chromatiqu¥g =
XG (X1, X2, X3, ...) que I'on peut, avec I'aide des fonctions d’ensemblésinir comme suit:

1+ Z X - W= l_[[1+ le(Xi -v)] = exp|:Z—A*{3(—xi -U):| .

pcV'cV i=1 i=1
8. APPENDICEIl. SE PASSER DESFONCTIONSD’ENSEMBLES

On pourraitétre faicte de cette volor sysématique d’'imposer les fonctions d’ensembles
ou, qui pis est, leurs fonctionggeratrices. C'est pourquoi il nous semble partierdiment
important de bien expliciter plusieursétihodes permettant de s’en passer. Comme igdiqu
dans le Paragraphe 2, il s’agit de construire deseétemdcombinatoires infinis qui ne font
intervenir que les cardinadis.

Remplacons donc chaque sommet V de notre graphe simplé = (V, E) par une
famille infinie V,, de sommets, et relions (par unét) deux sommets € V, etv' € V,
avecu, v € V etu # v, si et seulement si etv sont relés dans le graph®. Ces @finitions
sont assez naturelles tandis qu'’il n’est point clair s'il faut relier deux sommetsetitfs d’'un
méme ensembl¥,,. En effet, pour toub € V, on a le choix de laisse¥, comme ensemble
indépendant infini ou bien de le remplacer par un graphe complet infini. Si 'orecidea
pour toutv € V, en faveur du graphe complet (resp. de I'ensemblépeddant), le graphe
infini obtenua partir deG est noé Gz (resp.Guo).

SoitV = {1, 2,...,n}. Alors les fonctions d’ensembles (ou bien leur fonctioasagatri-
ces) commdg, (), XG..2(V), Ac, (v), A*Gw(v) et Ag t(v) (partout,Go peutétre rem-
place parGs) sont, en effet, des fonctionggeratrices du type exponentiel en des variables
(algebriquement) inépendantess, vy, ..., vy, dont le coefficient devit/il) - - - (v /in!)
compte l'invariant respectif du graphe obteaupartir deG en remplagant le sommet 1
pari; exemplaires, le sommet 2 pgr exemplaires, ..., le sommetpari, exemplaires.
Evidemment, tous ces invariants peuvétie interpetes avec I'aide du seul grapi@ et les
theoemes @montés dans les paragrapheg&gdents fournissent des idebgstpour eux. En
particulier, I'identie 1+ Ag_(v) = [1+ |G§(—U)]_1 n'est rien d’autre que la Proposition 5.1
de [27] tandis que l'identié log1 + Ac_(v)] = Ag_(v) n'est rien d’autre que la Proposi-
tion 5.10 de 27]. (Pour mettre les points sur les i, 1 faut ajouter que Viennot a rerédles
variablesv1, vo, ..., vy par des éries sans terme constant et qu'il n'a pas men&ogue,
pour chaque ensemble de sesqgais, le nombre de pyramides fd@es de ces ptes est divis-
ible par le nombre de ptes, puisque, pour chaquége fixee, le nombre de pyramides ayant
cette pece en guise d’exmité est toujours le Bme.)
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En fait, meme les inconditionnels des fonctiorergratrices en une seule variaklpeuvent
s’y retrouver, puisque, dans toutes les id@stpour le graph€&, ou Gz, on peut remplacer
(v) par(x - v) (méme pour les fonctions d’ensembles). La substitutieal, i.e., vy = vy =
... = vy = 1, est alors biené&finie (ceci est unéritable avantage des fonctionsrgratrices
du type exponentiel par rapport aux fonctions d’'ensembles). Par exemple, le coefficiént de
k > 0, danslg_(x) compte, pour notre grapt@, le nombre d’ensembles iédendants de
cardinaliek; et la sgecialisation B Ag_(x) = [1+ I(;%(—x)]*1 du Theoeme 3.1 n’est rien
d’autre que la relation deeciprocie du Chapitre 2.1.2 de4.

Une nethode toud fait differente pour obtenir des fonctionsrgratrices (du type exponen-
tiel) en la seule variabl¥’ consistea remplaceG = (V, E) par le graphe &atoireG(p, q),
p+ g = 1, sur un ensemble infil? de sommets, pour lequel la probal@lid’avoir une
aréte entre deux sommets quelconquesgsia p, 0 < p < 1 (et tous ce€venements sont
indépendants). De cette mang, tous les coefficients de nos fonctiogséaratrices (pour les
fonctions d’ensembles) deviennent des variabléstaires, qui, dans les iders#, ne sont
multipliées que si elles sont iagendantes. Alors, gcea la multiplicativié de I'esgrance
mattematique dans cette situation (et s&éng& sans restriction) on peut, dans toutes les
identites deja demontées, remplacer chaque variabléatbire par sa valeur moyenne.

Notons qu’un ensemble desommets du graph@&(p, q) est incependant avec la proba-
biIitéq(g). On en @&duit pour les eggrances ma#imatiques la proposition suivante.

PROPOSITIONS. 1.

o
1+ lopag(V) =1+ q@ - v/nL
n=1
O

Alors, si Ag(p,q) (V) compte le nombre moyen d’orientations acycliques, Iedigme 3.1
implique la proposition suivante. (voi2§], Paragraphe 5).

PROPOSITION8.2 (WELSH, JANSON).

00 -1
1+ AG(p,q)(V) = |:1—|— Zq(g) . (—V)”/n!:| )
n=1
O

Notonsa(n, m) le nombre de graphes oriést de facon acyclique, qui ont sommets
marqles etm arétes. Il s’ensuit la proposition suivante.

PROPOSITION8.3 (LISKOVEC [16], ROoDIONOV [19]). Soit p+ g = 1. Alorson a

o [() o0 -1
1+ S am m- prg@-m .v”/n!=[1+Zq(3).(—V)”/nz] :

n=1 [ m=0 n=1
a
Regardons la gialisationp = q = 1/2 et posons(n) := r(’nzio a(n, m). On obtient alors

le resultat de Stanley (voi2[l] ou [23], Chapitre 3.15).
PROPOSITION8.4 (STANLEY, ROBINSON[18]).

o0 o0 -1
1+ > am- V/2@n1) = [1+ Z(—V)”/(Z(g)n!)} .

n=1 n=1
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Evidemment, tous les autredsultats de cet article peuvegtre sgciali€s de la réme
facon que le Thoeme 3.1. Cette $wialisation«probabiliste du Theoeme 3.3 fournit
notamment un des deuxé&bemes principaux de l'articlelfl], que Gessel a &nonté
en établissant une relation déaurrence, dont il a imaginla solutiona I'aide des«bons
dénominateurs.

9. APPENDICEIIl. SE PASSER DE LACOMMUTATIVIT E

SoitG = (V,E), V = {1,2,...,n}, un graphe simple. Associorss sesn sommets
des variables1, vo, ..., vy €t supposons que tout mime contenant une de ces variables
au moins deux fois est nul. Ceci ne restreint paséeetplitt de nos cons&tations parce
que, selon 'appendice pedent, on peut remplac& par Gz pour obtenir peci€ment les
mémes ésultats que dan$] ou dans P7]. A la difference de tous les autres paragraphes,
cependant, nous ne supposons la loi commutative pour deux variahdes; que s’il n’y
a pas d'agte entre les deux sommetg € V. L'algebre associative ainsi obtenue estéot
A[V] comme dans le cas commutatif. Il n’est pas difficile @endntrer que chaque mame
de A[V] correspond, de facon bijectiv&une orientation acyclique du graphe engeérmr les
sommets qui correspondent aux variables du @no& Pougécrire le modme, commengons
par les variables des sources de I'orientation acyclique (ces variables commutent mutuelle-
ment puisque I'ensemble des sources eséprthdant). En appliquant laéme proédure
au graphe engenglipar les sommets des autres variables duam) on finit par obtenir une
partition canonique des sommets du rdore en ensembles iadendants. Celle-ci est apgel
V-décompositiorou forme normale de Foatévoir [24] ainsi que p], Theoreme 1.2).

Notons Ag (v), Ag(0) = 0, la somme de tous les mames diferents deA[V] de sorte
gu’on recouvre la fonctioAg (v) déja introduite en soumettant toutes les varialdda loi
commutative. Sig(v), Ig(0) = 0, désigne la somme de tous les ndomes dont les variables
commutent mutuellement (ce sont les réores correspondant aux ensemblegpahdants),
alors la &monstration r@me de la Proposition 3.2, i.e., le principe d'inclusion—exclusion,
implique encore que le produit+ g (—v)]-[1+ A (v)] denombre les orientations acycliques
sans aucune source. Autrement dit, ggtabli le tteoeme de Cartier et Foata sur I'inversion
(de Mobius) dans le moride de commutatiora savoir I'identié (voir [5], Theéoeme 2.4)
[1+1lc(=v)]-[1+ Ac(v)] = 1.

Cependant, les coefficients delog[1 + Ic(—v)] ne sont pas toujours des entiers dans le
cas non-commutatif et l&gleds — log[1 + Ig(—v)] = —[1+ Ig(—v)]71- 8SIg(—v) Nest
plus valable. Voi pourguoi nous nous sommes impssdans cet article, la commutativit
pour toutes les variables.
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