Cours Combinatoire X.G.Viennot, version 1.0. Octobre 1988.
CHAPiTRE 0
SERIES FORMELLES
§1. Algebre des séries formelles 4 une variable (rappel)

K anneau commutatif intégre (en général K =2, Q, C ou

Z[o, B....], Q[e, B....1, Cla, B,... 1.

. K[ algebre des polynémes A coefficients dans I & une variable t.
deg P désigne le degré de P.

. K[[t]]  algebre des séries formelies i coefficients dans K 3 une variable t, c'est-a-dire:

-

série formelle f(t) = Y at".

n=0
somme f+g = h, ap+b,=¢;
onérations < Produit fg = h , c, = ), apb
péra n %%

produit par un scalaire A =h s € = A,

. Série génératrice des coefficients a, de K,
ordinaire Z ant“ 5
n=0

n
exponentielle Z a, t—! .
nz( -

. Ordre o(f) d'une série formelle: plus petit entier n tel que an=0.
. Topologie ultramétrique sur K[[t]].

Distance:  d(fg) = polf-g) O<p<1 fixé.



Famille sommable Y, £(t) .

iel

Produits infinis [ ] £ .

iel

§2. Substitution

f)) = 3, 2t g0 = ¥ by" avec by = 0.
n=0 n=0

Définition: (substitution) fog®) ou flg®) = Y a (g®)".
n20 .

f(t) =t, élément neutre pour la composition "o".
Série réciproque : 1> 2 g, fog(t)=gof(h=t.

Lemme: Soit K uncorpsetf(t) = Y a " série de K[()] telle que a,=0. La série réciproque
n20

£<-1> existe ssi a; 2 0.

§3. Autres opérations

Pour f(t) = Zan X
- n20
Inverse. Siw(f)=1, i = 1+f+t‘2+...+fn+...

1-f
f(t) est inversible ssi f(0)= a, I'est aussi.

2l df n-1
. Dérivée . f(t) ou i 2 nagt .

nz1

JE Z t1'i+1
. Primirive. flu)du = a, ;
b 0 n+1




n
: t t
. Exponentielle . exp(t) ou &' = nza:{) Pk

= n
. Logarithme . log(l—t)l = E % :

n21

. Série binomiale . a1+ t)u =
* n=0

n
aussi, 1-9%= ¥ a@+D..@+n-1) + .
n=0 .

Pour o(f) 2 1, c'est-3-dire ag = 0, on peut définir:

exp f, log(1+f) et (1+0H)*,

§4. Séries formelles A plusieurs variables

L | o N
= f(tl,...,tp) (ordman‘_e)

t
Dy et
t“l ;p
1 ; .
= L = (notation exponentielle)
nl‘z-,np anl’mnp n1! nP!

K([t;,.. .,tp]], algebre des séries formelles.

K [tlao . 'itp]s
Aussi K [ [ { t ;] i €
infinité de variables.

S By d
Dérivée partielle . ﬁl- f(tl,...,t.p).

E (;)tn= ng,oa(fx- D...(e-n+1) # i

sous-algebre des polyndmes a coefficients dans K en variables t ool

111,



§5. Monoide libre
X alphaber ; X = (a,b,c....}; xeXletre ; mot, u=x;x9..%,, X X.

X* monoide libre engendré par X :

. produit de 2 mots : U = XpeXp s V=¥V
{concarénation)

UV = X Xg¥ Y -

. élément neutre e, motvide .

Longuewr dunmotu= X XgeeeXp » hl=n.ll= Zx la Ix avec |x le nombre d'occurences de
XE

x dans u.
Factorisation u=u,...u, avecu; € X*:u; facteur gauche ; uy, facteur droit ; u; facteur .

Langage LS X* |

Opérations sur les langages: U  union,
N intersection ,
/  différence,
produit AB = {weX* w=uv, ug A, ve B} et
éoile  L*={e)ULUL2U...ULPU...

0
Morphisme : X* — Y* (de monoides) .



§6.Exemples

Définition 6.1: Une partition de l'entier n > 0 est une suite {Aqs--..Ap) d'entiers > O telle que
n=ll+...+lk et 112. ?.kk.

Exemple. Il existe 7 partitions de 5

5=5 §5=3+14+1 5=2+1+1+1 5=1+1+1+1+1
5=4+1 5=2+4+2+1
5=3+2

Une partition est représentée graphiquement par un diagramme de Ferrers, c'est-a-dire un
tableau ayant A; cases dans la 1¥° ligne, A, cases dans la 2@ | | Ay cases dans la k*™* ligne,
comme indiqué sur la figure suivante:

17= 6 +4+3+3+1

A=
3 Une partition de n=17,
3

Ay=6 ]

Diagramme de Férrers éyant 17 cases

Exercice 6.2: a) Le produit infini H 1 - 2 un seps. Montrer que la série génératrice des entiers
21 1-q

- p(n), nombre de partitions de n (ou encore nombre de diagrammes de Ferrers ayant n cases) est
donnée par

> opm " =[] -

1
220 21 1-q [Ta-4)
=1

(Les séries sont Ecrites avec la variable formelle q plutdt que t pour des raisons qui apparaitront plus
tard (voir chapitre IV).



b) Montrer que la série génératrice des partitions de n ayant au plus m parts est

1
pn,m) = -
ré) A-91-¢9...(-q)

¢) Montrer que la série génératrice des partitions de n dont les parts appartiennent a un ensemble
d'entiers I © N est donnée par

Zp(n,l) = H—I— ;

n20 i€l 1-q

d) On appelie D-partition de n une partitionn=A; + ... + A telleque A, -A; 122, 1<i<k.
Montrer que la série génératrice des D-partitions ayant m parts est

m2

£ = 9 .
A-91-g%...(1-q™

[Onécriram?=1+3+... + (2m - 1) et on établira une correspondance entre les partitions ayant au
plus m parts et les D-partitions ayant m parts].

La famille des f, est sommable et ainsi

m2

q
m20 (1-q)(1-g%...(1-q™

est la série génératrice des D-partitions.

¢) Une identité tout a fait remarquable est

2
2 e e
m0 (1-9-¢)..a-q™ ] a-d)
151,‘51»

Cetre identité est la premigre des célébres identités de Rogers-Ramanujan .



D'apres c) et d), cette identité revient A dire qu'il y a autant de partitions de n ayant des parts
égales & 1 ou 4 modulo 5, que de D-partitions de n.

Exemple: vérifions le pourn=9

D-partitionden=9 Partitions de n = 8 avec parts = 1, 4, 6, 9
9=9 9=9
9=8+1 9=6+1+1+1
9=7+2 9=4+4+1
9=6+3 9=4+1+1+1+1+1
9=5+3+1 9=1+1+141+1+1+1+1+1

C'était un célebre probléme ouvert en combinatoire de trouver une bijection entre les deux
familles de partitions (ou diagrammes de Ferrers).

A. Garsia et S. Milne en ont donnés une en 1980, mais celle-ci est trés "compliquée"” et
nécessite l'usage de l'ordinateur. Clest toujours un probléme ouvert de savoir s'il existe une
bijection "simple" démontrant I'identité de Rogers-Ramanujan.

Par contre, l'identité de l'exercice suivant est beaucoup plus simple 3 démontrer
bijectivement.

Exercice 6.3: (suite de l'exercice 6.2)

Démonurer bijectivement I'identité

m?

q - e
m0  [(1-q)(1-¢?...(1-q™ q (1-q)
2

On utilisera le fait que
1
(1-9 (1-g2)...(1-q™)

est la serie génératrice des partitions ayant au plus m parts, tout comme c'est aussi la série
génératrice des partitions dont les parts sont Sm. (voir b) et c) de l'exercice 6.2).



