Cours Combinatoire X.G Viennot, version 1.0. Novembre 1988.
CHAPITRE 11

SERIES GENERATRICES ALGEBRIQUES

Ici I'anneau des coefficients K est C . Ce chapitre met I'accent sur les séries algébriques.

Les deux derniers paragraphes (inversion de Lagrange et opérations sur les objets combinatoires)
sont valables pour toute série génératrice ordinaire.

Définition 0.1 - La série f(t) =2 antn de C[[t]] est dite algébrique s'il existe des polyndmes
n=0

Py(t), ..., Py (D) tels que
1) ‘ Po(®) + Py (0 £(t) + ... + P X () = 0.
Le plus petit entier k possible pour (1) est appelé le degré de f(t).

Nous commengons par un exemple important: la série génératrice des nombres de Catalan.
Les nombreux objets combinatoires I'interprétant (arbres, chemins, ...) ainsi que les bijections
correspondantes jouent un role important en combinatoire.

§ 1- Arbres binaires et arbres planaires

a) Arbres binaires

Définition 1.1 - (définition "récursive™) Un arbre binaire (ériqueté) B sur (un ensernible) S finy
est:

- siS=0 alorsB=0,

- sinon B est un triplet (B, 1, B;)avecr e S et B, et B, sont des arbres binaires
respectivement sur des ensembles S, et S, tels que ({r), S1» 8,) est une partition de S (avec
éventuellement S, ou S, vide).
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Exemple 1.2:

S ={abc..,g}
B = (Blsa |B‘Z)

By;= (Bj, ¢, By)

%= (B&.e,ﬁ)
N\ B,= (8.f,0)
~ B,= (@,b,Bs)
4
/\\,‘ 2 B= (0,g.9)
B, Ly B;= (@,d, )

Figure 1. Arbre binaire (étiqueté).

Pour l'arbre binaire B = (B, 1, By) sur S, I'élément r est appelé racine de l'arbre, S est
l'ensemble des sommets de B, B, (resp. B,) est le sous-arbre gauche (resp. droit) de B et est noté
B, = g(B) (resp. B, = d(B)).

Définition 1.3 - Soit B et B’ deux arbres binaires dont les ensembles de sommets sont
respectivement S et 8'. Un isemorphisme d'arbres binaires est une bijection ¢: § — §'
"conservant” les structures d'arbres binaires.

Le lecteur donnera aisément le sens du mot "conserver". Un exemple suffira a se faire
comprendre du lecteur:

®
@b o) — (1,2,3,....7T)

a
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Figure 2. Isomorphisme d'arbres binaires.

SiS =§', on parle alors d'automorphisme d'arbre binaire.
Définition 1.4 - Un arbre binaire est un arbre binaire étiqueté défini 2 un automorphisme pres.
LA aussi, on parle des sommets de I'arbre, de racine, sous-arbre gauche et droit.
Remarque 1.5 - Un étiguetage d'un arbre binaire est une application de I'ensemble S des sommets
dans un ensemble E (appelé I'ensemble des étiquettes). Un "arbre binaire étiqueté" (définition 1.1)

peut étre identifié & un arbre binaire (définition 1.3) muni d'un étiquetage dont toutes les ériquettes
sont distinctes.

Nombres de Catalan

Notons C, 1le nombre d'arbres binaires ayant n sommets. Ces nombres s'appellent
nombres de Catalan . Leurs premigres valeurs sont les suivantes:

nl 0 1 2 3 4 5 6

C,l 1 1 2 5 14 42 132
Table 1. l;iombrm de Catalan.

Le dessin de la figure 3
i )
(/\o, © 9
SR N
n sommets p sommets q sommets

n =p+q+l

Figure 3. Récurrence pour le nombre de Catalan
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se traduit par la récurrence suivante:

) cC = 2 2l 2 ,C.=1.
n p+q=n-1 P9

P.q20

La récurrence (2) est équivalente 2 la relation suivante pour la série génératrice f(t) = Z Cntn
nz0

des nombres de Catalan.
3) f) = 1+t f2(p .
La série génératrice f(t) est une série algébrique de degré 2.
On peut en fait résoudre (3) et donner une formule explicite pour le nombre de Catalan G

I vient successivement:
1 -‘/ 1-4t
f(1) = s

Le coefficient de t™! dans le développement de (1 - 4t)2 est égal

1 1 1 } (_4)n+1 2r:+l
—|=-1|{._.|=-n - i =t
2 {2 J {2 (n+1)! b =Gl (m+1)!
(2n)!
n!/(n+l)t
Ainsi
% oty (2n)
“) n T on+1 A"
: ; - 2n!
Remarquons que le nombre d'arbres étiquetés sur {1, 2, ..., n) estn! Cn = W :

Vocabulaire sur les arbres binaires

Soit B un arbre binaire B = (g(B), r(B), d(B)) sur un ensemble de sommets S, de racine
r=r(B).
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Sig(B) #@ , alors fg(r) = r(g(B)) est appelé le fils gauche der. De méme fd(B) = 1(d(B))
est appelé fils droir (s'il existe) der.

Le sommet r est appelé pére de g(B) et d(B). Ces notions s'étendent pour fout sommet x de

Les paires (x, fg(x)) ou (x, fd(x)) sont appelées arétes de B, i gauche (resp. & droite).

Un sommet x de I'arbre binaire B est appelé sommet double (resp. simple , resp. feuille ) ssi
x a deux fils, (resp. un seul fils, resp. pas de fils) . Les sommets simples se classifient en sommets

simples a gauche (resp. simples @ droite ) selon que 'unique fils est fils A gauche (resp. fils &
droite).

Exemple:
fg3)=6 , fd@)=2
fils gauche fils droit
sommets doubles : 1,3
a gauche: 5

a droite: 2

sommets simples

feuilles : 4,6,7

Figure 4.

Les arbres g(B) et d(B) sont des sous-arbres de B et par récursivité cette notion s'étend en
disant que le sous-arbre d'un sous-arbre de B est un sous-arbre de B.

Soit s et t deux sommets de B. Un chemin allantde s 3 t est une suite de sommets

S0=8, 51y o0y 8, =1 telle que pour 0 <i < p, S;4 estun fils de s; . Un tel chemin existe ssi t est
un sommet du sous-arbre de racine s ; ce chemin est alors unique.

Le chemin tel que s, =r(B), S;41 est fils gauche de s; pour 0 <i<p ,et s, =tn'apas de
fils & gauche, est appelé branche principale @ gauche de B. En remplagant "fils gauche" par "fils
droit” , on a aussi la notion de branche principale a droite .
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Exemple : Pour l'arbre B de la figure 4, (1, 3,2, 7) est un chemin allantde 13 7. La branche
principale gauche (resp. droite) est (1, 3, 6) (resp. (1, 5)). L'arbre binaire 0\23
7

est un sous arbre de B.

La hauteur h(x) (resp. hauteur 4 gauche hg(x), resp. hauteur 2 droite hd(x)) du sommet x
dans I'arbre binaire B est définie par les récurrences suivantes:

hg®(B)) = 0 ) hd(r(B)) = 0,
hg(fg(x)) = 1 +hg(x), hg(fd(x)) = hg(x),

©) hd(fg(x)) = hd(x) ; hd(fd(x)) = 1 + hd(x),
h(x) = hg(x) + hd(x) .

En quelque sorte, h(x) (resp. hg(x), resp. hd(x)) est le nombre d'arétes (resp. arftes a
gauche, resp. arétes & droite) que I'on rencontre lorsque I'on suit le chemin allant de ra x.

Exemple: Pour I'arbre B de la figure 4, hg(7) = 1, hd(7) = 2, h(7) = 3.
Définition 1.6 - Un arbre binaire complet est un arbre binaire n'ayant pas de sommets simples.

Tout arbre binaire complet ayant n sommets doublesa n+ 1 feuilles. Dans ce cas, on
appelle aussi les sommets doubles "sommets internes” et les feuilles "sommets externes” .

Les arbres binaires complets ayant 2n + 1 sommets sont également dénombrés par le nombre
de Catalan C .

La figure 5 montre une bijection € entre les arbres binaires ayant n sommets et les arbres
binaires complets ayant 2n + 1 sommets,
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Arbre binaire Arbre binaire complet
ayant n sommets, ayant 2n + 1 sommets,

arbre binaire étendu.
Figure 5.' La bijection ¢ entre arbres binaires et arbres binaires complets.
L'arbre €(B) s'obtient en "rajoutant” des feuilles  tous les sommets de B o il manque un fils
a gauche ou un fils A droite. L'application réciproque £ revient a “enlever” toutes les feuilles de

I'arbre binaire complet. L'arbre binaire complet £(B) est appelé I'arbre binaire étendu de B.

Parcours d'un arbre binaire

Il existe diverses méthodes (trés classiques en Informatique théorique) pour définir un ordre
total sur les sommets d'un arbre binaire (c'est--dire "parcourir” ou "visiter" les sommets de
l'arbre).

a) Ordre préfixe ou préordre
Définition 1.7 - Le parcours est défini de fagon récursive: pour B = (g(B)), r, d(B)) on visite

d'abord Ia racine r , puis le sous-arbre g(B) en ordre préfixe, puis le sous-arbre d(B) en ordre
préfixe.(Voir figure 6)
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Figure 6, Parcours en ordre préfixe d'un arbre binaire.

En langage de type "Pascal", cet algorithme de parcours peut s'écrire de la facon suivante:
procédure PREORDRE (B)
{B arbre | binaire)
début si B#@ alors VISITE (r(B));
PREORDRE (g(B)); PREORDRE (d(B))
fin
Exercice 1.8 - (Informatique)

Cette procédure récursive peut s'implémenter de fagon non récursive avec une pile P.

b) Ordre symétrique

Définition 1.9 - Pour parcourir en ordre symétrique les sommets d'un arbre binaire B=(g(B)).1,
d(B)), on parcours d'abord le sous-arbre gauche g(B) puis la racine, puis le sous-arbre droit d(B).

5

Fig.7. Parcours en ordre symétrique d'un arbre binaire.
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Exercice 1.10 - (Informatique)

Ecrire un algorithme non-récursif parcourant les sommets d'un arbre binaire en ordre
symétrique en utilisant une pile.

Exercice  1.11 - Donner une preuve bijective de I'égalité.
6) - 220+ 1)C = (n+2) Coa
[On interprétera C, comme le nombre d'arbres binaires complets ayant 2n + 1 sommets].

Exercice 1.12 - (Informatique) Déduire de I'exercice 1.11 un algorithme permettant de générer
un arbre binaire aléatoire ayant n sommets.

[Par arbre binaire al€atoire, nous entendons que I'algorithme doit générer un arbre binaire
avec une probabilité 1/C . Chaque arbre doit apparaitre avec la méme probabilité. On suppose

que la fonction donnant un nombre entier aléatoire i, 1 €i <k, est déja définie, et ceci pour tout
entier kJ.

Exercice 1.13 - Nombres de Strahler.

On définit le nombre de Strahler St(B) d'un arbre binaire complet par la récursivité suivante:

( SiB={}] , St®)= 0.

Si B = B, T, B, , si St(BI) = St(Bz) alors -

M < StB) = 1 +SuB,),

sinon St(B ) # SuB,),

. SH(B) = max (SB,),5t(B,) .
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Exemple:

Figure 8. Nombres de Strahler.

Soit Rmp le nombre d'arbres binaires complets ayant 2n + 1 sommets et nombre de Strahler
p. Notons Rp(t) la série génératrice.

®) RM = 2 R

0 ™P

Démontrer la relation de récurrence suivante:

— R R.()
® Rpﬂ(t) ERp(t) + 2t Rp+1(t) (12 : ) :

<i<p
Avec la condition initiale Ry = 1, ceci permet de calculer Rp(t). En particulier, montwer que

Rl(t) = —

[}
M
%
=]

R, _ .
8 1-5t+10t2-4t3



La table des premiéres valeurs des nombres Rmp est la suivante:

i 2 3 4 5 6 7 8 9

Tl 2 8§ 16 32 & 128 256
2 6 26 100 364 1288 4486
3 11 14 118

—

Table 2. Distribution des arbres selon leur nombre de Strahler.

Le parametre "nombre de Strahler” fut introduit pour la premiére fois par Horton et Strahler
en Hydrogéologie, pour l'étude de la "forme" des bassins fluviaux. Depuis il est réapparu dans
I'émde des formes de structures arborescentes naturelles: arbres en botanique, éclairs en physique,
molécules biologiques d'ARN, etc.

b) Arbres planaires

Définition 1.14 - Un arbre planaire (étiqueté) sur S # @  est la donnée de
A =(r; /- S Ap) dans lequel r e S, chaque A, est un arbre planaire €tiqueté sur E,p20et
([}, A, ..., FH,) est une partition de E (en parties non vides).

D'autres dénominations sont: arbre ordonné, arbre Planaire enraciné ou encore arbre de
Caralan . Dans ce chapitre, nous dirons encore arbre (. énqueré) pour simplifier.

Exemple:

Figue.9. Arbre (planaire étiqueté) sur S={1,2,...,8}.

Comme pour les arbres binaires, on définit la notion d'isomorphisme d'arbres (planaires).

Définition 1.15. On appelle arbre planaire (ou arbre ) un arbre planaire étiqueté défini 4 un
automorphisme prés.
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exemple:

Figure 10. Deux arbres (planaires) différents.

Rappelons que I'ensemble des sous-arbres A, ..., A, est ordonné.

Comme pour les arbres binaires on définit les notions de sommet, sous-arbre , fils et pére,
feuille , chemin et hauteur . Ici on parle de 1° fils, 2™ fils, ... Les fils d'un méme sommet sont
fréres (on aurait pu aussi désigner par filles et soeurs!).

Parcours préfixe:

Définition 1.16 - On parcourt d'abord la racine 1, puis successivement les sous-arbres
ApAg, ..., Ajen ordre préfixe.

Exemple:
Figure 11. Parcours préfixe d'un arbre (planaire).
Définition  1.17 - On appelle forét d'arbres un ensemble ordonné (A, ..., Ap) d'arbres
(planaires).
Bijection

1.18 - Les arbres (n + 1) sommets sont en bijection avec les foréts d'arbres ayant n
sommets. Il suffit d'associer & l'arbre (r; A,, ..., Ap) laforét (A, ..., AP).

Bijection 1.19 - Les arbres binaires ayant n sommets sont en bijection avec les foréts d'arbres
ayant n sommets. La bijection est schématisée sur la figure 12.
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arbre binaire n sommets
—_— e
rotation
,/’. * ‘""\.,\
— —_— E

. arbre (planaire)
forét d'arbres

+1
P n+1 sommets

Figure 12. Les bijections arbre binaire — forét d'arbres et
forét d'arbres—s arbre.

La premiere étape consiste 2 effectuer une rotation de 45° de I'arbre binaire afin que sa

branche droite principale devienne horizontale. Ensuite on rajoute des arétes chaque fois que I'on a
la situation suivante:

e Qﬁ-—.

Puis on enléve les arétes verticales pour obtenir une forét d'arbres. Le nombre d'arbres est le
nombre d'éléments de la branche droite principale. La hauteur 2 gauche d'un sommet de l'arbre
binaire devient la hauteur du sommet correspondant dans la forét d'arbres.

Remarquons que l'on aurait pu définir une autre bijection en faisant la rotation dans I'autre

sens, amenant la branche gauche principale a étre horizontale. Nous 'appellerons bijection 1.19
duale .
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§ 2 - Chemins de Dyck et de Motzkin

a) Chemins et mots de Dyck

Définition 2.1 - Un chemin de Dyck (ou encore chemin de Catalan ) est un chemin
W = (Sg,..., 85;) de [N x N tel que 85=(0,0),s,, =(2n, 0) et pour tout i , 0 <i < 2n, le pas
(s;. 8;,1) est un pas élémentaire Nord-Est ou Sud-Est.

Définition 2.2 - Un mot de Dyck estun motw € (x, x }* vérifiant les deux conditions.

@ Iwl, =lwly,

(ii) pourtouFe factorisationw=uv, alors lul, 2 lul; .
Les chemins de Dyck de longueur 2n sont en bijection avec les mots de Dyck w =
Kyse.os Xy de longueur 2n: il suffit d'associer 4 tout pas (s, ;, s;) Nord-Est (resp. Sud-Est la lettre

X; =X (resp. x; = x ).

Exemple:

A

(7/ )KZAJKA;\ PIAN

N
1234567,8910T11121314
x

3

X X X

Figure 13.
Un chemin de Dyck (ou chemin de Catalan) et le mot de Dyck associé.
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Lemme 2.3 - Tout mot de Dyck w non vide se factorise de maniére unique sous la forme :
(10) W=XUXV , avec u et v mots de Dyck.

Lalettre x de la factorisation (10) correspond a la premiére fois oii le chemin de Dyck
associé retouche l'axe horizontal (au niveau 0).

Ainsi tout mot de Dyck de longueur 2n est soit vide (n = 0) , soit en bijection avec une paire
(u, v) de deux mots de Dyck de longueurs lu |+ v |=2n-2. Ce fait se traduit par la relation

suivante pour la série génératrice f(t) = z 2y tzn des mots de Dyck de longueur 2n.
nz0

(11) f(t) = 1+e212() .

D'apres (3), on a a, =C_ , le nombre d'arbres binaires (resp. complets) ayant n sommets
(resp. 2n + 1 sommets).

Bijection 2.4 - Mots de Dyck «— Arbres binaires complets.

Soit B un arbre binaire complet ayant 2n + 1 sommets. On numérote les sommets 1, 2, ... .
2n + 1 dans 'ordre préfixe (définition 1.7). On associe w = ¢(B)lemotw =x,,x, ... Xy, AVEC

(12) x;=x (resp. X ) ssi le sommet numéroté i est point double (resp. feuille) de B.

L'application @ est une bijection de I'ensemble des arbres binaires complets ayant 2n + 1
sommets sur 'ensemble des mots de Dyck de longueur 2n. Voir un exemple sur la figure 14.

Le lecteur démontrera que ((B) est bien un mot de Dyck, que ¢ est une bijection et explicitera
la bijection inverse.
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Exemple:

Figure 14.
La bijection - arbres binaires complet — mots (ou chemins) de Dyck.

Bijection 2.5 - Mots de Dyck —— arbres planaires.

Soit A un arbre (planaire) ayant n + 1 sommets. Nous ordonnons les sormets de A en ordre
préfixe sg, sy, ..., s, . Rappelons que pour tout arbre A et pour tous sommets u, v de A, il existe
un unique chemin allant de s & t, c'est-a-dire une suite Up=1u,uy, ..., u, =v telle que:

(13) Vi, 0<i<p,u,, estfilsouperedeu, .

Nous parcourons les sommets de A en ordre préfixe sy, ..., s . Si s; estfilsde s, ;, alors on
éerit w, = x. Sis;n'est pas fils de s, ,, alors on suit 'unique chemin allant de s, & s;. Notons
Uy= 81, Uy, ..., Uy = 5, ce chemin. On lui associe Je mot w;=x,... X avec x;=x ou x selon
que u, est fils ou pere de u .

En fait, on peut remarquer que w; a la forme de w; = x P! x dans lequel (hauteurs des
sommets s, et s, ; dans A) p-1=1+h(s,,) - h(s)). Enfin, par convention, on pose s, = s, €t

w_,, =xP1 avecp-1=h(s).

On définit enfin:

(14) QA) = Wy Wy . W W
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Exemple:

Figurel5. La bijection arbres planaires ((n+1) sommets) —
mots (ou chemins) de Dyck (longeur 2n)

L'application ¢ peut étre aussi décrite en termes imagés de la facon suivante: les arétes de
l'arbre A sont des murs (vue d'en haut). Un observateur part de la racine 8 €t suit ces murs en les
touchant toujours avec sa main gauche. Au début il se dirige vers $, - 1l va parcourir les sommets
de A. Chaque fois qu'il s'€loigne de s, on écrit x, chaque fois qu'il revient vers s, on écrit x .

Le lecteur vérifiera que @(A) est bien un mot de Dyck et que I'application ¢ est une bijection
entre les arbres ayant n + 1 sommets et les mots de Dyck de longueur 2n. 11 explicitera aussi la
bijection inverse.

Remarque 2.6 - Soit i, 1 <i<n. Soit x;1ai*™¢ lettre x du mot de Dyck w = @(A) (en lisant
de gauche a droite), c'est-a-dire w = ux;v avec | ux; |, =i. Alors la hauteur h(s,) du i eme sommet
(pour l'ordre préfixe) s; de A est h(s) = 8(ux;) avec &(ux,) =lux, | -lux; k.

Exercice 2.7 - Aux § 1 et 2, on a défini des bijections entre les objets combinatoires suivants:

chemins (ou mots) de Dyck de longueur 2n, arbres ayant n + 1 sommets, foréts d'arbres ayant n

sommets, arbres binaires ayant n sommets, arbres binaires complets ayant 2n + 1 sommets.
Démontrer (ou a défaut constater) que le diagramme suivant est commutatif:
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T 3.5 678 510U RBIA
WX XX XTI RIE IR ORIXIRIRIRCR
Mot de Dyck
Chemin de Dyck Arbre binaire complet
(longueur 2n) (2n+1 sommets)
¥ | bijection 2.5
bijection
g fig.5
6
T
Arbre (planaire)
3
(n+1 sommets)
bijection 1.18
bijection 1.19
Arbre binaire
(n sommets)

Forét d'arbres
(n sommets)

Fig. 16. Diagramme commutatif des bijections [ Y
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b) Chemins et mots de Motzkin

Définition 2.8 - Un chemin de Motzkin est un chemin ® = (s, ..., s,) de N x N tel que
59 =(0,0), s, =(n, 0) etpourtouti,0 <i<n,lepas élémentaire (s, s; ;) est Nord-Est, Est, ou
Sud-Est.

Définition 2.9 - Un m:‘):‘.‘ de Motzkin estun mot w € (a, X, x }* vérifiant les conditions (i) et
(ii) de 1a définition 2.2 caractérisant les mots de Dyck.

De maniére analogue aux chemins et mots de Dyck, un chemin de Motzkin de longueur n est
en bijection avec un mot de Motzkin de longueur n: un pas €lémentaire Nord-Est (resp. Est, resp.

Sud-Est) est associé  la lettre x (tesp. a, resp. x ).

Exemple:

N
L)
i |
Ji

\o——o—b
W= X a X X X a a

Figure 17. Chemins et mots de Motzkin.

Le nombre de mots (ou chemins) de Motzkin est appel€ nombre de Motzkin et noté M. Les
premigres valeurs sont :

n 10 1 2 3 4 5 6
M, | 1

Table 3. Nombres de Motzkin.
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Soit m(t) la série génératrice des nombres de Motzkin:

(15) m) = 3, Mt
nz0

Lemme 2.10 - Pour tout mot w de Motzkin , nous avons l'une et l'une seulement des
conditions suivantes:

(i) w=e (motvide) ,
(ii) w=av avec v mot de Motzkin

]

(ili) w=xuxv avecuetv mots de Motzkin _
De plus les factorisations (ii) et (iii) sont uniques.

Le lemme 2.10 implique que m(t) vérifie I'équation algébrique suivante:
(16) m(t) = 1+m() + 2mi(q) .

La série génératrice des nombres de Motzkin est ainsi une série algébrique de degré 2.

On pourrait résoudre (16) et écrire:
2.1
s S M 1-t-(1-2t-3H)12
nz0 n 2t2

Il n'existe pas de formule simple pour M, analogue a celle existant pour le nombre de Catalan
(i

n
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Exercice 2.11. On considére n points sur un cercle. Démontrer que le nombre de Motzkin M,
est le nombre de fagon de joindre ces points par des arcs continus deux & deux disjoints (ces arcs
sont définis 3 homéomorphisme prés et certains points peuvent étre isolés), voir figure 18.

Figure 18.

Exercice 2.12. Démontrer l'identité suivante

(18) M, = (3) .
%

([p] désigne la partie entiére de p et C; le nombre de Catalan (2i)! /i! /(i+1)!).

Exercice 2.13. On appelle arbre 1-2 un arbre (planaire) tel que tout sommet a au plus 2 fils.
[ne pas confondre avec arbre binaire !).

Montrer que le nombre d'arbre 1-2 ayant (n+1) sommets est le nombre de Motzkin M_.

AL

4 arbres 1-2 ayant 4 sommets.

exemple: M; =4

Figure 19. Arbres 1-2.
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c) Compléments;: chemins et mots de Motzkin colorés:
Définition 2.14. Un mot de Motzkin coloré est un mot w [a,b,x,;}* vérifiant les conditions
(i) et (ii) de la définition 2.2 des mots de Dyck. Un chemin de Motzkin coloré est un chemin de
Motzkin tel que les pas Est (ou paliers ) sont colorés en 2 couleurs ("bleu” et "rouge" ou "b" et

"aly,

Les chemins de Motzkin colorés de longueur n sont en bijection avec les mots de Motzkin
colorés de longueur n.

Soit aj, le nombre de mots (ou chemins) de Motzkin colorés de longueur n et soit f(t) la série
génératrice f(t) = Z a“t“.
nz0
Exercice 2.15.
(i) démontrer la relation
(19) f(t) = 1+ 2 (1) + 2 £2()
(ii) endéduire que
(20) 8, =Cpy.
(iii) donner une preuve bijective de I'égalité (20) en construisant une bijection entre les
mots de Motzkin colorés de longueur n et les arbres linéaires ayant n+1 sommets

[on s'inspirera de la bijection 2.4 entre mots de Dyck et arbres binaires complets).

(iv)  donner une preuve bijective de I'égalité (25) en construisant une bijection entre les
mots de Motzkin colorés de longueur n et les mots de Dyck de longueur 2n+2.

(v)  utiliser les mots (ou chemins) de Motzkin colorés et la relation (20) pour donner une
preuve bijective de l'identité suivante due A Touchard.
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21) Coa= [ 21:] 2™ G

[remarque: comparer (21) avec (18)]

Exercice 2.15. Polyomino parallélogramme.

Un polyomino parallélogramme est un polyomino (voir définition 2 l'exemple 1.4, ch.) tel
que l'intersection avec toute droite perpendiculaire & la diagonale principale est connexe.

Ceci équivaut a dire que le bord du polyomino est formé par deux chemins disjoints (sauf aux
extrémités) et ayant des pas €élémentaires Nord ou Est.

Exemple:

O
Figure 20. Un polyomino parallélogramme.

Donner une bijection entre les polyominos parallélogrammes de périmétre 2n+4 et les mots de
Motzkin colorés de longueur n. [l'idée est de couper le polyomino par des droites perpendiculaires
a la diagonale principale, d'équation y = -x +k, k entier]. On en déduit donc que le nombre de tels
polyominos est C,_;.
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d) Compléments: chemins et mots de Lukasiewicz.

Définition 2.16. Un chemin de Lukasiewicz est un chemin @ de INxIN dont les pas
élémentaires (s;, s;, 1) sont tels que:

i = (X ¥id 81 = (Rigp0 Vi)  AVEC Yy 2Y;- 1

Définition 2.17. Soit X I'alphabet (infini) X = (x_; , X5 5 s Xps - - }. Notons & le
morphisme de monoide & : X" — Z défini de maniére unique par

(22) 8 (x) =1.

. . * . sl
Un mot de Lukasiewicz estunmotw e X vérifiant les deux conditions

@ dw)=-1
(ii) Pour tout facteur gauche u de w, &(u) = 0.
Exemple.

Figure 21. Un chemin (resp. mot) de Lukasiewicz.

On définit une bijection entre les chemins de Lukasiewicz de longueur n et les mots de
Lukasiewicz de longueur n+1 en associant & tout pas élémentaire allant du niveau k au niveaun £ la
lettre x » , et en rajoutant la letre x ; a1a fin.
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Exercice 2.18.

(i) Soit A un arbre binaire ayant (n+1) sommets. Soit (51 89, - - » $5,1) la suite des
sommets de A ordonnés en ordre préfixe. On associe le mot A(A) de X* par la régle suivante:

la i°™€ Jetrre de A(A)estx; | si s; a j fils.

Exemple:

W = XXXXXXX

X
2-100-11- -1

( mot codant le chemin de
la figure 21)

Figure 22. Bijection arbres— mots de Lukasiewicz.

Montrer (ou & défaut constater !) que A est une bijection entre les arbres ayant (n+1) sommets
et les mots de Lukasiewicz de longueur (n+1).

(i) En composant A"l avec la bijection "duale" 1.19 (c'est-a-dire comme sur la figure 12,
mais avec une rotation amenant la branche gauche principale de I'arbre binaire 4 étre horizontale),
puis € (arbre binaire étendu) puis en associant le chemin de Dyck (bijection 2.4), on obtient ainsi
une bijection entre mots de Lukasiewicz de longueur n+1 (ou chemins de Lukasiewicz de longueur
n) et mots de Dyck (ou chemins de Dyck) de longueur 2n. Cette bijection peut éwe décrite
directement de maniére simple.

L'exercice consiste 4 définir directement cette bijection. Un exemple est donné sur la figure
22.



.....

w1734 5 677 TP B i

M bijection 1.19
Bijection 2.4 "duale”

(arbre binaire étendu)
<
£
arbre binaire complet arbre binaire

Fig.23 Trouver la bijection manquante



60

Exercice 2.19.  Soit un entier p2-1. Notons Lp le langage formé par les mots de
Lukasiewicz n'utilisant que les letres x 4, xg, Xy, - . ., X Soit fp(t) la série génératrice pour les
nombres de mots de L., de longueur n.

Montrer que Ep(t) est algébrique de degré p+1. Plus précisément fp(l) satisfait I'équation

o fp(:)=:[ T+ +EM +....+ 6 l(t)]

e) Compléments: chemins et mots du "grand Dyck"

Définition 2.10. Les chemins du “grand Dyck” sont les chemins @ = (s, . . , 5,) de NxZ,
tels que s, = (0, 0) , s5, = (2n, 0) etn'ayant que des pas élémentaires Nord-Est et Sud-Est.

Définition 2.11. Unmotwe {x,x }" est appelé mot du "grand Dyck" ssi il vérifie la
condition

lwil,=lwl =
Ces mots et chemins contiennent les mots et chemins de Dyck. Similairement, les mots du

grand Dyck sont en bijection avec les chemins du grand Dyck.
Le nombre a;, de tel mots (ou chemins) de longueur n est

(24) B ( ‘%n)

Exercice 2.12.  Montrer que la série génératrice pour le nombre a; de mots du grand
Dyck de longueur 2n est algébrique et est en fait égale a

(25) oo 1
%" i

[ ne pas développer (1-4t)"/2, mais établir ce résultat en écrivant un systéme d'équations
algébriques, de maniére analogye a (11), (16), (19) ou (23) ].
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f) Compléments: quelques exemples d'objets combinatoires ayant des séries
génératrice algébriques

(La démonstration que les séries génératrices satisfont bien les équations ci-dessous est
difficile, hors de portée de ce cours).

(i) Animaux dirigés

Définition 2.13.  Un animal dirigé sur réseau carré (resp. sur réseau triangulaire ) est un
ensemble E de points de INxIN vérifiant les 2 conditions suivantes:

(i) (0,0)e E
(ii) tout pomt (x,y) € E peut étre atteint par un chemin w= (85 18 ) tel que s, = (0,0),

s —(x,y), s; € E pour 0<i<p, et le chemin n'a que des pas Nord ou Est (resp. Nord Est ou
Nord Est).

Exemple:

oo

Fig. 24  Un animal dirigé Fig.25 Un animal dirigé sur
sur réseau carré réseau triangulaire

Y
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Soit a, (resp. b;) le nombre d'animaux dirigés ayant n points sur réseau carré (resp.
triangulaire).

Le nombre b, d'animaux dirigé sur réseau triangulaire est 1/2 (22). Ce résultat est aussi
simple que sa preuve est difficile. Ainsi il existe une bijection entre ces animaux ayant n points et
les mots du grand Dyck, de longueur 2n et commengant par x.

Plus difficile est de démontrer qu'il existe une bijection entre les animaux dirigés sur réseau
carré ayant (n+1) points et les mots de longueur n qui sont facteurs gauches de mots de Motzkin,
c'est-a-dire les mots w € {a, x, ;]* vérifiant la condition (ii) de la définition 2.2 des mots de
Dyck:

pour toute factorisation w=uv, lul zluls.

Exercice: démontrer que la série génératrice f(t) de tels mots vérifie I'équation

(26) f1)=1+2t£0) +1* £ () m(t), avecm® = ¥, M, (",
nz0

série génératrice des nombres de Motzkin, et que le nombre de tels mots de longueur n est

@n an+1 = 2 (PJ [ {i}Z]) 2

0<i

L'intérét d'une bijection entre les animaux dirigés sur réseau triangulaire et les mots du grand
Dyck commencant par x est de pouvoir générer un animal dirigé aléatoire de taille donnée n avec n
assez grand (par exemple n = 10°),

(aléatoire signifie que chaque animal apparait avec la probabilité 1/b,).

L'exercice 1.12 permet de générer aléatoirement un arbre binaire de taille n. D'autre part une
preuve bijective de l'identité (n+1) C, = (zg) permet de générer aléatoirement un mot du grand
Dyck. En combinant ces bijections qui peuvent toutes trois s'implémenter sur un ordinateur en
"temps linéaire”, on obtient ainsi des animaux dirigés aléatoires de trés grosse taille. La figure
suivante en donne un exemple.
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Figure 26. Animaux dirigés aléatoires.
(plusieurs milliers de points)



(ii) Polyominos verticalement convexes.

Nous reprenons les polyominos verticalement convexes de l'exercice 5.5, ch.l. La série
génératrice de ces polyominos énumérés selon la surface (nombre de carrés élémentaires) est une
série rationnelle. L'énumération de ces polyominos selon le périmeétre est nettermnent plus difficile.
La série génératrice est algébrique de degré < 4, (comme 1'a démontré M. Delest, voir J. of
Combinatorial Th. A, 48 (1988) 12-31).

Plus précisément, soit a; le nombre de polyominos verticalement convexes de périmétre
2n+2. La série génératrice f(t)= X - a,t" est solution de I'équation algébrique suivante:

@235 + 38¢* - 185 £ + (515 - 400° + 821 - 688 + 218 £,
(28) 4 + (4® - 306° + 68" - 7062 + 3612 - 81) £(0)
+@@-100+27¢ - 328 + 19261+ 1) £y -+ 4t -68 141 = 0

(iii) Polyominos convexes

Similairement aux polyominos verticalement convexes, on pourrait définir les polyominos
horizontalement convexes . (voir ex. 5.5, Ch.I)

Définition 2.14. Un polyomino convexe est un polyomino a la fois verticalement et
horizontalement convexe.

Exemple:

Figure 27. Un polyomino convexe.
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Les polyominos tas (exemple 1.4, ch I) et les polyominos parallélogrammes (exercice 2.15,
ch. II) sont des exemples de polyominos convexes.
Soit p;, le nombre de polyominos convexes ayant le périmetre 2n. 1I a été démontré par M.
Delest et X.G. Viennot (voir Theoretical Computer Science, 34 (1984) 169-206) que la série
génératrice des nombres p,, est algébrique et égale A

0 44 62 4 46
(29) z p = t (1-6t° + 11t" - 4t) _4':8 (1-4t2)'3f2.

s (1-4%?

De I'égalité (29) on déduit aisément une formule exacte pour p,:
30) pour 120, po,g = (2n+11) 47 - 4 2n+1) (1),

Trouver une preuve entiérement bijective de (30) est [était]un probléme ouvert a I'heure ot
T'auteur €crit [€crivait] ces lignes (novembre 1986). L'auteur offre [offrait] dix bouteilles du vin
qu'il fait & I'Isle-Saint-Georges dans la région bordelaise ("domaine des mates”, 1982) pour la
premiére preuve entiérement bijective . 1L'heureux gagnant devra venir chercher les bouteilles &
I'Isle-Saint- Georges.[Le probleéme a été partiellement résolu en 1987 par D.Stanton et qui en
donnent une preuve analytique que 1'on pourrait transformer en bijection. D'autre part une autre
preuve analytique simple vient d'étre trouvée par les Physiciens K.Y Lin et S.J .Chang en 1988,
aprés que la formule exacte (29) ait été conjecturé par A.J.Guttmann et 1.G.Enting]

(iv) Cartes planaires.

Définition 2.15  Une carte planaire est un ensemble de points du plan RxIR, joints par des
arcs simples du Jordan deux a deux disjoints (sauf éventuellement aux extrémités). Ces arcs sont
définis & homéomorphisme prés, en fait sur la sphére de dimension 2 (c'est-a-dire le plan complété
d'un point i I'infini).

1l est plus facile d'énumérer les cartes planaires pointées , c'est-a-dire les cartes telles qu'une
aréte (s,t) a été distinguée.
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Exemple:

Figure 28. Une carte planaire pointée.
Soit &, le nombre de cartes planaires pointées ayant n arétes.

Soit f(t) = 2,59 a,t". W. Tutte a démontré (1962) que f(t) était solution du systéme
d'équation algébrique suivant:

{ 1) = (1- 4 (1) (1 - 3 g0) 2,
31)

-1
gm=ul-3gMm) .
Nous verrons dans la suite de ce chapitre, que I'on peut déduire de (31) la formule exacte

(32) _2. 3" @)
" n! (n+2)!

(c'est-a-dire aussi a, = 2.3" &
4 = n+2 n)

La deuxiéme équation de (31) s'écrit aussi g(t) = t + 3 g2(t). En posant g(t) = t h(t), il vient
h(t) = 1 + 3t (1)), équation analogue  celle donnant les nombres de Catalan. Le coefficient det?
dans h(t) est 3"C,. La premigre équation s'écrit alors

f(t) = (1 - 4th(1)) h(1)
soit f(t) = h(t) - t h3(1).

Une démonstration bijective de cette dernitre équation a été donnée par R. Cori et B.
Vauquelin (Canad. J. Math. ,vol. XXXTI1,1981,pp.1032-1042).
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§3. Algébricité, D-finitude et P-récursivité
Définition 3.1  Une suite {a,} 5o de nombres complexes est dite polynomialement récursive

(ou aussi P-récursive ) ssi il existe des polyndmes P,. ..., Py de C[x] tels que pour n assez grand
on ait la récurrence suivante.

(34) Py apy +Pry(m)ay g +....+Pym)a, =0.

Exemple. D'apres le théoréme 2.1, ch.], une suite {a ). dont la série génératrice T, . a,t™ est
rationnelle est P-récursive.

Exemple. La suite {C_} ., des nombres de Catalan est P-récursive d'aprés l'identité (6).
Proposition 3.2  Soir f(t)=2 50 a,t" une série algébrique de degré k . Alors la suite (a,)n>0
est P-récursive . Les polynémes Pi(x) de (34) peuvent étre choisis tels que deg Pi(x) <ket
P (x)#0.

Dans ce cours, la preuve est laissée de coté.
Remarque 3.3. La réciproque est fausse, comme le montre le contre-exemple f(t) = e,
Définition 3.4. Une série y = >0 at" de C[[t]] (resp. une suite {23} n0) est dite
différentiellement finie (ou aussi D-finie ) ssi il existe des polyndmes Py(), .., P(t) de C[t] tels
que P(D=0 et

(35) PO y®+.  +P(0)y +P,)y=0

Proposition 3.5. Soir {a,} . une suite de nombres complexes . Alors {a) psp €5t D-finie
ssi elle est P-récursive .

L2 aussi, la preuve est laissée de coté,

Exemple 3.6. Soity= ErQO a t" I'unique solution de I'équation algébrique
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2y2 - (1+t)y +1=0.

Par différentiation, il vient
dyy' -(I+)y'-y+1=0,
soit y ' = (y-1)/(4y-1-t).
Les fonctions 1, y, y ' sont linéairement dépendantes sur le corps C(x) des sén'es de Laurent

rationnelles (voir cours d'algebre). On cherche donc A(t), B(t), C(t), polyndmes tels que
AD+BOy+Cy' =0

=0

soit A(t) + B(t) y + C(t) é:}_t

Aprés multiplication par 4y-1-t et remplacement de y par ((1+t)y-t)/2, il vient
At =t-1, B(®) = 3-t, C(1) = t2-61+1.
Ainsi y'(2-6t+1) - (t-3)y + (t-1) = 0.
Cette relation implique pour n21 la récurrence
(n+2) a5 - 3(2n+1) ay ; + (n-1) 2, =0.

Cet exemple donne au lecteur une idée de la preuve de la proposition 3.2.
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§4. Formule d'inversion de Lagrange

. Dans ce paragraphe nous donnons une formule permettant de calculer les coefficients de la série
réciproque f<1>(t) d'une série formelle f(t). Cette formule est valable pour toute série formelle &

coefficients dans un corps K de caractéristique 0. Elle est particuliérement utile dans le cas des
séries algébriques.

La série f(t) admet une série réciproque £<"1>(t) ssi f(0) = 0 et £(0) = 0 (voir ch.0). Ceci est
équivalent 2 dire que I'on peut écrire f(t) sous la forme suivante

36 , fit)=—t_ .
(36) | (3] °® avec (0) =0

La série réciproque y = f<1>(1) est alors I'unique solution de I'équation

(37) y=t o(y).

Proposition 4.1. (formule d'inversion de Lagrange)

Soit @ une série formelle, 2 coefficients dans un corps K de caractéristique 0, telle que tp(O)#D.
L'équation (37) y = t @(y) admet une unique solution avec y(0) = 0.

Si g(t) est une série formelle, le coefficient de t" dans g(y) est égal &

(38) [e®) =+ x "W 1)) @

~

Notation. Le coefficient de " dans la série formelle () est noté

[t (E(D)).

Nous donnons deux preuves de cette formule classique, I'une analytique utilisant les résidus ,
l'autre combinatoire utilisant les chemins de Lukasiewicz (définition 2.16).
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Preuve analytique (pour complément). Notons par "Rés f(x)dx" le résidu au point 0 de la
fonction méromorphe f(x), c'est-a-dire le coefficient de x| dans la série (de Laurent) de f(x) (voir
cours sur les fonctions analytiques).

On a la relation fondamentale suivante (composition des résidus)
(39) Rés f(x)dx = Rés f(u(t)) u'()dt.
Le coefficient Ca de t" dans g(y) est aussi le coefficient de ! dans la série de Laurent

g(y()/t™*1, c'est-a-dire le résidu de cette fonction. La série u(t) = t/g(t) est la série réciproque de y,
c'est-a-dire t=u(y). D'apres la relation (39) de composition des résidus, il vient successivement

g(y) o
_ —===— uiy)dy
C, = Rés { i (y))n+1 ],

| €@ d[ £0) ] i

nuey® 4y { neoy’
=Rés _g.'_(!.).i. dy,
n(u(y))

n
L me 2ty (o) i
0 Yn

~Lepyy (g0 (0"

]

Preuve combinatoire. (cas g(y) =y ). Soit L le langage de Lukasiewicz définition 2.17) sur

l'alphabet X = {x_{, Xg, . . » X, . . .}. Notons h le morphisme (de monoides) h: X — KI[t]
défini par

(40) h(x_,)=a,t avec p(t)= Y ath
n=0
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Lemme 4.2 Lunique solution de I'équation (37) y=19(y) est donnée par

41) y=3 h(w).

wel

Preuve. Soit L I'ensemble des mots de L dont la premiére lettre est X, (pour p2-1). Le lecteur
démontrera (pcnscr aux chemins de Lukasiewicz!) que tout mot w de Lp se factorise de maniére
unique sous la forme

(42) WE=Xp Wi Wy avec wieL pour 1<i<p+l.
D'autre part, {Lp; p=-1) est une partition de L.

Ces deux propriétés impliquent la relation

T hw =3 [): h(w)]

wel n=0 wel

Lemme 4.3 Towt mot weX" tel que 8(w) = -1 (voir 8 définie en 2.17) admer une faciorisation
et une seule sous la forme

(43) w=uv er vueL.

Soit w = wy.. . wy avec w; € X pour 1<i<n. Notons m = miny ;o (8 (W;. .. w;)). Notons j
le plus petit entier 1<j<n tel que 6(w; . . W;) =m

Le lecteur démontrera que I'unique factorisation (43) w = uv est définie par u = Wy W,
vV=w W

j#lc s Yo

Si on associe un chemin @ au mot w, de maniére analogue aux mots de Lukasiewicz (voir figure
21), le facteur u correspond a la premiére fois pour laquelle le chemin @ atteind son niveau
minimum (voir figure 29)



72
Exemple:

Figure 29. L'unique factorisation (43) w=uv.

Fin de la preuve combinafoire. (cas g(y) =y)

Notons hy le morphisme hy: X*—s K défini par hy(x, ;) = a,.

twl
En quelque sorte h(w) =hy(w)t . Le coefficient de 1" dans y est 2 hg(w) d'aprés
e
le lemme 38,
/

42

D'apres le lemme /3,9 et le fazt que tous les conjugués vu des mots uv de 8 1(-1) sont distincts,
on a la relation 4.3

n[ Y. ho(w)]= Y hy(w). (44)
wel

twi=n wed (1)
Iwk=n

Il suffit maintenant de remarquer que le membre de droite de I'égalité g,tf est égal au coefficient
de 11 dans (g(1))

e ~p



73
Exemples d'applications de la formule d'inversion de Lagrange

Exemple 4.4 Nombres de Catalan,
Soity = ¥5 Cyt" la série génératrice des nombres de Catalan, solution de I'équation y=1-+ty2.
En posant y = 14z, il vient

_z=to(z) avec () = (1+1)2.

Ainsi C =1 x ™Y 1+0>",

Exemple 4.5 Cartes planaires pointées.

Nous reprenons les équations (31)

y=11-3y)"
z =(1-4y) (1-3y)

satisfaite, par z = ¥, - a,t", série génératrice des cartes planaires pointées énumérées selon le
nombre d'arétes. Ces équations s'écrivent aussi

Y=t o) avec () = ——,
oy e
1-30°

avec g(t) =
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D'apres la formule d'inversion de Lagrange (38) il vient

a, =% X [t"';] [g'(t) (1-3[)'n]

_2 1 -n-3
== x "] [(1-60 (1-3v) ]
=2 [{t“"] 1-39™ - 6" (1-3t)‘“'3J
2 (571 (043)@H) ... @n+1) 02 (n+3)(0+4)...(20)
=1 (n-1)! (n-2)!

_2 gl (143) .. (2n) [ 2n+1 _2]
B (n-2)! n-1

oyt @) ... Cn)
n!
=2x3" 20l

(n+2)! n!
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§5. Constructions combinatoires et opérations sur les séries ordinaires.
Nous décrivons un cadre général permettant de "relever” les opérations usuelles sur les séries
génératrices, au niveau des objets combinatoires.
Définition 5.1  Une classe d'objets combinatoires valués est une paire (A,v) dans laguelle A
est un ensemble fini ou dénombrable et v: A— K [x] est une fonction, appelée valuation , A valeur
dans un anneau de polyndmes 2 coefficients dans K et 2 variables dans X, et telle que I'on ait la

condition suivante:

(46) Pour 'tout monéme we K [x], soit A, I'ensemble des objets oe A tels que le
coefficient de w dans v{x) est 20, alors A, est fini.

Remarque. Les éléments de K sont considérés commes des mondmes de K [x].

Par abus de langage, nous noterons aussi (A,v) par A. Le polyndme v(at) s'appelle le poids ou
la valuation de I'objet ct.

D'aprés le condition (46) de la définition 5.1, la famille {v(a), ce A} est sommable. La
somme

f 5 E v(cr)
aeA
s'appelle la série génératrice des objets ae A valués par v.

Exemple 5.2. Objets de taille n.

Soit (A,v) une classe d'objets combinatoires valués. On suppose que X = {t} UY avec te X et
qu'il existe une fonction w: A— K[Y] telle que

(47) Pour tout ae A, il existe un entier n>0 tel que

v(o) = w(o)th,
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On note n =lal. Cet entier s'appelle la taille de l'objet oo

Les objets de taille O s'appellent objets vides . En général, il y a au plus un objet vide. Sa
valuation est souvent

vie)=w(e)=1.

Nous noterons

(48) A, ={acA, lal=n)}.

La série génératrice f, peut étre considérée comme une série formelle en variable t & coefficients
dans K[[Y]]. Lorsque A est fini pour tout n>0, le coefficient de " dans f ' €st un polynéme de

K[Y].

Un cas particuliérement important est lorsque X = {t}, v(a)=1t". La série f A= Lge All“' est
alors la série génératrice ordinaire des nombres a, = 1A I (A, est fini d'apres (46)),

(49) f,= D 1A "

n=0
Quelques constructions relatives aux objets combinatoires.
Onnote A =(A,v,)etB=(B, vp) deux classes d'objets combinatoires valués.

Définition 5.3. La somme des deux classes d'objets combinatoires valués (A, va) et (B, vg)
avec ANB=Q est la classe (C, v,,) définie par '

- Cest l'union (disjointe) de A et B
- vo: C— K[x] est définie par ses restrictions 3 A et B

pour xe A, ve(a) = vy (@), pour BeB, vo(B) = vy (B).

La condition (46) de la définition 5.1 est vérifiée.

Définition 5.4. Le produir (cartésien) de deux classes d'objets combinatoire valués (A, v A€t
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(B, vp) est la classe (C, V) définie par

- C=AxB (produit cartésien d'ensemble)
- pour (o) € AxB, vc(o,B) = vy () v(B).

Les conditions (46) de la définition 5.1 est vérifie, Dans le cas de l'exemple 5.2, ona
(50) pour tout o€ A, BeB, |(aB)l=lal+IB|
Proposition 5.5. Soient (A, v,) et (B, vg) deux classes d'objets combinatoires valués, des

séries génératrices f, et fp. Si ANB =@, la série génératrice de la somme C des deux classes
(définition 5.3) est

(51) : fo =1y +fp,

Dans tous les cas, la série génératrice du produit D des deux classes (définition 5.4) est
(52) £y =5 fp.

Exemple 5.6 Arbre binaire.

Nous reprenons I'équation (3) donnant la série génératrice des nombres de Catalan. A est
'ensemble des arbres binaires, la valuation et la valuation cardinalité de l'exemple 5.2, v(c) = t®
avec n = | a | (nombre de sommets de l'arbre). L'équation (3) f(t) = 1+t f2(t) est obtenue en
appliquant la proposition 5.5 pour la somme (A = A, + B, avec B classe des arbres binaires de non
vide) et le produit (B est le produit cartésien des classes valuées AxA xA).

1l en irait de méme pour les équations algébriques (9) (nombres de Strahler), (11) (mots de
Dyck), (16) (mots de Motzkin), (19) (mots de Motzkin colorés), (23) (mots de Lukasiewicz),
exercice 2.12 (mots du grand Dyck), (26) (facteurs gauches de mots de Motzkin).
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Définifion 5.7  Soit (A, v, ) une classe d'objets valués. On appelle séquence d'objets de A, la
classe (C, v) définie par

Cvo)=(e}+ (A,v ) +...+ (A, v )" +...
et notée aussi (A, v A)*. [La somme signifie ]a somme des classes C, = (A, v)™, la définition 5.3
se géneralisant aisément aux sommes infinies. Le produit C, est le produit de la définition 5.4 de
(A, v,) n fois avec lui-méme]
L3 encore les axiomes (i) et (ii) de 1a définition 5.1 sont vérifiées.

Proposition 5.8  Soit (A, v,) une classe d'objets valués de série génératrice f,. La série
génératrice fu de la classe (A, vp)* séquence d'objers de A (définition 5.7) est donnée par

1
(53) foo=
AT Tf,

Exemple 5.9 Série génératrice des diagrammes de Ferrers. (exercices 6.2)

Notons & la classe des diagrammes de Ferrers munie de la valuation cardinalité v(e) =t'® (la
nombre de cases). Soit F ) les diagrammes ayant au plus m colonnes. Soit T,; la classe des
rectangles ayant i colonnes.

La classe & [, est “isomorphe” au produit cartésien (définition 5.4) des classes R x . .x T, .
En effet tout diagramme Fe & | est en bijection avec un m-uplet de rectangles (T, pos o Uiy 0E
largeur respective 1,2, . ., m (les rectangles peuvent éventuellement étre vides).
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Exemple:

;(E,{a@, ,||||1)

R, R,

D'autre part, la classe ®.; des rectangles de largeur i est "isomorphe” 2 la classe séquence
(définition 5.7 de la ligne & i cases. Cette derniére classe, que nous notons 33 ;» I'a qu'un seul
objet, de cardinalité i, et sa série génératrice est

f (S =q

(on prend q au lieu de t comme variable).

D'apres la proposition 5.8, la série génératrice de la classe ®,; est

1
fo=—
R. lhqi ’

1

et donc, d'aprés la proposition 5.4, on retrouve bien la solution de I'exercice 6.2 b), 4 savoir

On déduit la classique série génératrice fo =1I;5; 1/(1-q;), soit en passant 2 la limite, soit en
geénéralisant la définition 5.4 et la propositon 5.5 au cas des produits infinis.
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Définition 5.10. Soient A et B deux classes d’objets valués. On suppose que la valuation v 0
est du type (47) va(o) =w, (@) t'd. L4 classe composée C = A[B] de A par B est définie par

- C= X 5o A,x B" (somme et produit des définitions 5.3 et 5.4, A, définie en (48)).

- pour w=(a, By,...B;) € AxB",
VC(W) = WA(U-) VB(Bl) v VB(ﬁn)-

La condition (46) de la définition 5.1 est satisfaite.

Proposition 5.11. Soit C =[A[B]] la classe composée de A par B (définition 5.10). La série
générarrice de C est donnée par

(54) fo=f5(fp),

en considérant la série f,(t) comme une série en ta coefficients dans K[[Y]].

Exemple 5.12 Nombres de Strahher.

Nous reprenons le paramétre "nombre de Strahler" d'un arbre binaire défini & I'exercice 1:13.
La série génératrice double

(55) R(t,x) - Z &Lp xP tn

b

vérifie I'équation fonctionnelle suivante

2
- t .t
(56) R(LX) =1+ x.l—-z—t R|: [ l-2t] s x:| -

Cette équation se déduit des propositions précédentes de la fagon suivante.
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Lemme 5,13 Soit B un arbre binaire complet ayant pour nombre de Strahler p=1. Soit
£'1(B)=B' I'arbre binaire obtenu & partir de B en "enlevant” les feuilles (voir fig.5). Soit B” I'arbre
obtenu 2 partir de B' en "enlevant" les points simples. Alors le nombre se Strahler de B" = @(B)
est p-1.

Exemple:

Figure 30.

D'autre part t/(1-2t) est la série génératrice des arbres binaires non vides sans points doubles,
c'est-2-dire ceux ayant la forme "zig-zag" suivante:

Le lecteur prouvera maintenant la relation (56) en utilisant les deux idées suivantes:
le passage de R(t,x) & 1+xt R(t2, x) correspond 2 la bijection e. Ensuite la substitution t— t/(1-2t)
correspond 2 "remplacer” chaque sommet de £(B) un "arbre zig-zag".
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Définition 5.13. Soit (A, v,) une classe d'objet valués avec une valuation du type (47):
valo)=wa(o) t I 12 classe d'objets pointés C = A® est définie par

- C= X 59 Ay x[1,n] (union disjointe)
- pour ® = (o,1) avec 1<i< I, alors

ve(w) = v, (o).
La condition (46) de la définition 5.1 est vérifiée.

Proposition 5.14. La série génératrice f,, de la classe d'objets pointés de A (définition 5.13)
est donnée par ;

(55) fo=td¢



