Cours Combinatoire X.G .Viennot, version 1.0. Novembre 1988.
CHAPITRE III
SERIES GENERATRICES EXPONENTIELLES
§1. Espeéces et structures.

Définition "naive". Une strucrure (combinatoire) sur I'ensemble fini U est une "construction”

finie faite sur cet ensemble.

On dira que U est I'ensemble sous-jacent 2 la structure @, ou que U est muni de la structure

o, ou que O, est construite sur U, ou encore que & est portée par U.

Exemples. Un arbre (on graphe sans cycle) sur E = {a, b, c, d, e, f)

Un cycle surE = {1, 2, ., 5}
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Permutations , graphes , partitions , endofonctions sont d'autres swuctures (combinatoires) sur un

ensemble U fini.

On classifie les structures en espéces de structures : espéce des arbres, des cycles, des
permutations, graphes, partitions, endofonctions, ... .
Une espéce F sera définie par l'ensemble fini F [U] de toutes les structures possibles portée par U
et du "type" F, (appelée, aussi F-structure ).

Par exemple, si A est l'espece des arbres, pour U = {a, b, ¢}, A[U] a 3 éléments:

Ce sont les trois A-structures possibles sur U = {a, b, c}.

Intuitivernent, les notions de structures sur U et d'espéces de structures doivent pouvoir se
"transporter” d'un ensemble U 4 un autre V. De maniére plus précise, si l'on a une bijection
U — V, on doit pouvoir définir une autre bijection F[U] — F[V] permettant de "rransporter le

long de f" les F-structures sur U vers les F-structures sur V.

exemple:

a b c b a c a c b
U={a,b,c] FUJ]:{O—O—O’O—O—O’O—O—O]
o VYV ey f
V=04, 2.3 F[V]={1 2 3’2 1 3,1 3 2}

De plus, ce transport doit étre cohérent, c'est-d-dire F [fog] = F[f] o F [g] et F[ldy;] = Idgy
(on désigne par Id I'application identité X — X).
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On arrive ainsi 2 la définition abstraite et rigoureuse de la notion d'espéce . Cette définition

s'exprime en termes de catégories .

Soit [E la catégorie dont les objets sont les ensembles finis et dont les fliches U— V sont les

bijections.

Définition 1.1. Une espéce F est un foncteur F: E— E.
En d'autres termes, c'est une "régle" qui permet d'associer
- achaque ensemble fini U un autre ensemble F[U] (dont les €léments s'appellent les F-structures
sur U)
- & chaque bijection U — V, une autre bijection F{U] — F[V] (appelée F-transport le long de f),
de telle fagon que I'on ait les deux conditions suivamcs (cohérence des F-transports )
() Flfogl=FI[f] oFgl]
(i) F[dyl =Idg;.

Convention.  Une F-structure sur U sera schématisée par une figure du type suivant

O a ou encore

O

Dénombrement.  D'aprés la cohérence des F-transports, le nombre de F-structures sur U ne

dépend que du nombre d'éléments de U.
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Soit donc

¢}) a,=IF[{1,..n}]|

Définition 1.2. La série générarrice (notée F(t)) de I'espece F est la série génératrice exponentielle

des nombres a , c'est-a-dire )

[ n
@ F()= D, an%-

n=0

Exemples.

1. Permutations S.

exemple:

@ 543 612
Teoams LB

Ia permutation © notée sous forme de cycles.

2 Ordretotal 1.
a =nl L(t)-—_i_ .
e 1-t

n

exemple:

les deux espéces S et L ont méme séries génératrice, mais ne sont pas “isomorphes” (au sens de la
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théorie des catégories).

3. Involution 1 (oulny).
2
I()=exp(t+ %} (voir ci-dessous) -

permutations © telles que o2 = Id, c'est-a-dire les permutations n'ayant que des cycles de

longueur 1 (points fixes) on de longueur 2.

4.  Involution sans poinis fixes 1I.
2

0 =exp () -

5. Dérangements D, c'est-a-dire les permutations n'ayant pas de points fixes.

4
D)= le_—t (voir ci-dessous)

6.  Cycles (orientés) C, c'est-a-dire les permutations circulaires
" 1
a =(n-D,ct)=2, —=log(1-0".

nz1l

exemple:

7/ Endofonction End, End [U] est I'ensemble des fonctions U— U.

o
n n t
a =0, End@®= ) o —

nz0
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8. Partirion B.

a, =B, appelé nombre de Bell. B(t) =exp (e* - 1) (voir ci-dessous).

6()he

exemple:

9. Graphe G,

exemple:

5 :
6
4 5 7

Graphe connexe G

[

exemple:

10.  Graphe orienté (avec boucles possibles)
ap = 2

2
6
4 5 - 7

exemple:
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11. Ensemble partiellement ordonné

a,=? (probléme ouvert)

exemple:
Défini par son "diagramme de Hasse" :
.”. 5 1<2<3, 1<4<6, T<5<6, 1<5, 4<3 .
10 07

12. Arbre (de Cayley) C ,c'est-2-dire les graphes sans cycles.

exemple:

On verra que

8 (formule de Cayley)

[Ne pas confondre ces arbres avec les arbres planaires introduits au chapitre II].

13. Arborescence A, c'est-a-dire les arbres avec un sommet pointé (ou distingué) (appelé

racine ).

exemple:

14,  Arbre bingire (étiquet€) a =n!C,
(voir définition 1.1, ch. II)
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15.  Arbre plangire (étiqueté) a,=m-NYC, . 1
Foréts d'arbres planaires (étiquetés) 8, =nlC,

(voir définitions 1.14, 1.17, ch. II)
Remarque. Les arbres binaires, arbres planaires et forét d'arbres planaires introduits au chapitre
II par les définitions 1.4, 1.15, 1.17, (et dénombrés par les nombres de Catalan C,) ne sont pas des

especes de structures.

16. Ensemble E, appelée aussi l'espéce uniforme.

exemple:
- ® 5 o3 En somme, on ne met aucune structure
e3 sur l'ensemble U,
0 o
. oy E[U]l={U}, ap=1, E@) =¢".

17.  Ensemble pair EP,
S8i IUl pair EP [U] = {U).
Si Ul impair EP [U}= &.
Ainsi,
ayp=1, a5;,1=0, et EP(t)=cht
De maniére analogue, Ensemble impair EI,
EI (t) = sht.



18.

19.

20.

Sous-ensemble  (ou partie ) P,
P [U] est I'ensemble des parties de U.
a, =21, P (1) =exp (21).

Singleton, notée T ou X.
TUl=FsilUl=1
={U}silUl=1.

a, =98,,; (symbole de Kronecker), T (t) =t.

Espéce de l'ensemble vide 1.
1[U] =@ si U0,
={d})siU=¢g.

8, =08, 1(=1L

Espece vide 0.
0[U=g.
=0, 0()=0.

n-upler T%/n!.
E[U] = & si Ul#n,
={U}silUl=n.

I
To-L
n! n:

91
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§2. Opérations sur les espaces.

Nous allons définir des opérations sur les espéces (somme, produit, substitution, dérivée)

correspondant aux opérations usuelles sur les séries formelles.
Définition 2.1. La somme "de deux especes F et G est définie par
(3) (F+G) [Ul=F [U] + G [U]. (union disjointe)

schématiquement:

ou

F+G F G
Remarque 2.2. Remarquons que la définition 2.1 est incompléte. En toute rigueur, il faudrait
aussi définir le transport de structures (F + G )[f] pour f: U— V. Le lecteur le définirait aisément.
Nous omettrons également de le faire dans les définitions ci-dessous de produit, subtitution, dérivée
et espéce pointée.

Proposition 2.3.  La série génératrice (F + G) (t) de la somme de deux espéces F et G est

€] F+G)M=F@®+G@.
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URRIRTTRD R T s

EneffetsiF (t) = a —,G(@)= b —et (F+G)()= c =
nz0 o nl nz0 0 n! nz0 o nl

alors d'aprés (3) on a ¢, =a_ + b, pour toutn 2 0.

exemple 2.4, L'espéce "ensemble” E est 1a somme EI + EP des espéces "ensemble pair” et
"ensemble impair”.

Ainsi et = cht + sht.

Définition 2.5. Le produit F . G des deux espices F et G est défini schématiquement par le

dessin

En d'autres termes, une structure d'espece F . G sur I'ensemble U est un quadruplet

Y= (U, Uy, @, B) avec {U,, U, )}, partiionde U et o € F[U,], B € G [U,].
Proposition 2.6. La série générarrice (F . G) (t) du produit de deux espéces F et G est

&) F- G) (1) =F(@) G(1)

n n
En effet, si l'on note F (1) = Z at— ,G(t)=2 b L et F-G)()= 2 c -t—T , alors
nz20 n! nz0 " n! nz0 "M
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3 [n

6) c =2, [kJ a b .

L'égalité (6) est équivalente 2 (5).
Exemple 2.7. Dérangements.
Notons (voir le §1) S l'espéce des permutations , D 'espice des dérangements (permutations sans
points fixes) et E l'espece uniforme .

On cherche 2 calculer le nombre d, de dérangements sur {1, ..., n).

On a 'égalité entre espéces (voir figure 1)

) S=D-E.

Figure 1. L'égalité (7).

Draprés la proposition 2.6, on déduit de (7) 'égalité des séries génératrices
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1 ¢
® ﬁ=£z La e

20

1
d'od D(t) = f—t » et le résultat classique

) 11 1n°
9) dn=n! 1-1—!+5!-+...+ —

Le membre de droite est le plus proche entier de nle"l. La probabilité d'avoir un dérangement

lorsque I'on prend une permutation aléatoire 6 parmi les n! permutations possibles est

d 1
P, = n_I'l . Cette probabilité tend vers — lorsque n— e,

exercice 2.8. Démontrer les récurrences suivantes

(10) dpy1=n (g +dy )
(11) dpey=(@+1)d +(-1n+1

On donnera aussi des preuves bijectives de (10 et (difficile) de (11).

Définition 2.9.  Soient F et G deux espéces avec G [&] = &. La substitution de l'espéce G
dans l'espéce F, notée F (G) ou F © G est définie schématiquement par le dessin
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c'est-a-dire qu'une F (G)-structure sur I'ensemble U est la donnée:

- d'une partition (Uy, ..., U,) de U en classes non vides,

- d'une G-structure x; sur chaque classe U;, 1 <i<k.

- d'une F-structure sur I'ensemble quotient (pour la relation d'équivalence sur U dont les
classes sont les U;, 1 <i < k).

On dit aussi qu'une F (G)-structure est une F-assemblée de G-structures.

Définition 2.10. Une assemblée de G-structures est une F-assemblée de G-structures avec

F = E, l'espéce uniforme.
Par exemple une permutation est une assemblée de cycles.

Proposition 2,11 Soient F et G deux espéces avec G [@]1= 2. La série générairice de

I'espéce F o G (définition 2.9) est égale @

(12) (FeoG)(®)=F(G .



97
n n n

NotonsF()= 2, 2 — , G = D, bn;—, et FoG) M= o — .
nz0 &

= nz0 2 nz0 n!
L'égalité (12) est équivalente & I'égalité

(13) c = _ a b .b
: 1' was k.

Le nombre de choix d'une partition de U en k partie {Uy, ..., Uy ) de taille respective n, ..., 0y est

i :
L B . (n=101). Le produit a, b ...b_ estle nombre de choix de la G-structure
k! n!..n! 1 n

1 nk 1 k

et des F-structures définissant une (F o G)-structure sur l'ensemble U. D'oil la formule (13) et
donc (12).

Cas particulier: assemblée de G-structures.

Lorsque F est I'espéce uniforme E, alors:

Corollaire 2.12. La série générrice de l'espéce des assemblées de G-structures est égale a:

(14) (E ¢ G) (1) = exp (G (1).

Notations L'espice E ¢ G se note aussi EC.
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Exemples 2.13.

-Permutations S =E o C (assemblée de cycles)

n
Onabienlog(1-9'= ¥, = .
n>1 N

-Partitions B =E o E" (assemblée de blocs non vides).

E" désigne l'espéce des ensembles non vides. donc B(t) = exp (et- 1.
-Graphes G =Eo G, (assemblée de graphes connexes).
Exemple 2.14. Permutations dont les cycles sonf d'un type donné.

Soit B une espéce dont les B-structures sur U sont des cycles sur U, c'est-2-dire G [U] S C
[U). Soit S I'espéce des permutations dont les cycles sont des T-structures. D'apres le corollaire
2.12, on a I'égalité des séries génératrices

(14) S (1) =exp (G ().

Par exemple, si G est I'espece des cycles dont les longueurs appartiennent & un ensemble

1< NN donné, alors l'espéce des permutations a pour série génératrice

i

(15) S, () =exp ¥l

iel 1!
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En particulier, la série génératrice des involutions est

2
(16) Inv (t) = exp t+%] ;
La série génératrice de$ involutions sans points fixes est

2
an T(t) = exp ‘7] .

La série génératrice des permutations n'ayant que des cycles de longueur paire est

[2[1
SP(t)= —
(t) =exp 22:1 n

(18) SP(t) = —1

On déduit de (18) que le nombres de telles permutations sur 2n éléments est
ay,=12.32. .2n- 12,

Exercice. Démontrer bijectivement cette derniére égalité.(difficile)

Exemple 2.15. Endofonctions.

(19) End=Sc A

Une endofonction peut étre considérée comme une S-assemblée (S est I'espece permutation)



100
d'arborescences (voir § 1).

Une endofonction f: U— U est définie par son graphe. Une aréte joint le sommet i au

sommet j (i—— j), si j = f(i). (voir figure 2).

S =

Figure 2. Une endofonction.

Ay

Rty

Figure 3.

Une endofonction considérée comme une S-assemblée d'arborescences.
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Définition 2.16.  Soit t une espéce. L'espéce pointée F* est définie schématiquement par

En d'autres termes une structure d'espece F* sur I'ensemble U est une paire (o, x) avec

ae F[UJetx e U.

Proposition 2.17.  La série génératrice de l'espéce pointée F° est égale a
(20) )=t < Fo)

=t—= .
Exemple 2.18. Arborescences.

L'espece A des arborescences est I'espéce pointée des arbres, c'est-a-dire
21) A=0C".
Remarquons que 1'on peut aussi écrire
22) A=T-(E°A),
avec T l'espéce "singleton” et E o A T'espece "assemblée d'arborescences”. L'égalité (21)

correspond 4 la figure 4.
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Figure 4. Larelation A=T - (E o A).

Notons y = A (t). L'égalité (21) implique I'égalité
(23) ‘ y =texp (y).
Soit a, (resp. b,) le nombre d'arbres (resp. arborescences) sur un ensemble 2 n éléments. En

appliquant la formule d'inversion de Lagrange 2 l'équation (23) (voir ch. I, propesition 4.1), il

vient
b
n _ n-1 nt.
E’-;X[t 1),
1 nr:l-l
1 -
(24) b =nt"1

Ainsi, d'apres (21), le nombre a, d'arbres (de Cayley) sur n éléments est
25) .=n"2

Exemples 2.19.  Vertébrés (preuve combinatoire de la formule (25).
Un vertébré est une arborescence pointée, c'est-a-dire un arbre doublement pointé. Notons

V l'espece des vertébrés. Ona

(26) V=A"(=@")").
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On a aussi
27N V=LoA (L espice des ordres totaux).

En effet, dans un vertébré, il y a deux somments distingués, que l'on pourrait appeler la téte
et la queve. Il existe un unique chemin allant de la queue 2 la téte, appelé la colonne vertébrale .
(Remarquons que ce chemin est vide lorsque la téte et la queue sont le méme sommet).

Un vertébré peut étre considéré comme obtenu en substituant chaque sommet de 1a colonne

vertébrale par une arborescence (voir figure 5).

TR

Figure 5. Preuve de (27) V=L o A, (vertébrés).

En appliquant la proposition 2.11, il vient

1
V= 1_A_(t7 »
= S o A(t), (S espéce des permutations) et
(28) V(t) = End (1),

(d'apres la relation (19) sur l'espéce des endofonctions). Ainsi, le nombre ¢, de vertébrés sur n
€léments est:

(29) e =m",
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On en déduit (24) et (25). Remarquons que les especes vertébrés V et endofonctions End ont
mémes séries génératrices sans étre "isomorphes” (au sens de I'isomorphisme des foncteurs en
théorie des catégories). Une preuve bijective de (29) nécessiterait d'expliciter une bijection entre les

permutations et les ordre totaux.

Définition 2.20.  Soit F une espéce.

L'espéce dérivée F est définie schématiquement par

En quelque sorte, une F-structure sur U est une F-structure sur U + {*}, ensemble obtenu

partir de U par adjonction d'un élément supplémentaire noté *.

Proposition 2.21.  La série génératrice de l'espéce dérivée est

(30) @) (1) = -dd_[ Fo).
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Soient F et G deux espéces.

Proposition 2,22,  On a les relations suivantes

(identitiés combinatoires au niveau des espices):

(1) : F*=T.-F

(32) (F+G) =F +G'

(33) F.G) =(F-G) + (F- G)
(34) | (F(@G) =F G) - G

Par exemple, donnons une preuve de (34) de maniére schématique (voir figure 6).

F @)’ F(G)

F(G)G'

Figure 6. Preuve combinatoire de (34), (F(G))' =F' (G) - G'.
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Exemple 2.23.  Soit L I'espce des ordres totaux, alors on a

(35) L'=12, car
O>—0>—0>— * >—0>0

=( 0o>0>0, 00 )
Figure 7. Larelation L' = L2,

On retrouve bien I'égalité

Exemple 2.24.  Soit C I'espece des cycles. Alors
(36) =L

En effet, schématiquement,

Figure 8. La relation C' = L.
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Avec C(0) = 0, on en déduit

t
C(t)=j L (u) du, c'est-A-dire

(=]

(bien connu!).

Exemple 2.25. Soit B l'espéce des partitions, alors

(37) B'=E-B,

schématiquement :

ey T A i__-s__i— _________ ki
I I 1 O | I
I | _F————=— |
 SHC - G
| I I |
| By - .
Lo - el m K B |

Figure 9. La relation B'=E - B.

On en déduit la récurrence suivante sur les nombres de Bell B, (nombre de partitions d'un

ensemble ayant n €léments)

I n
(38) B... =2 [kJ B, .
k=0
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Exemple 2.26.  Soit 'espéce des assemblée d’arborescences , (voir aussi l'exemple 2.18).

Rappelons que C1 désigne l'espéce des arbres. On a alors la relation
(39) Q'=5.

Schématiquement, ceci provient de

/%
-
// =
*-—__%
~.
\\
~
® ®

Figure 10. Preuvede (39),Q'=&.

Exemple 2.27, Primitive de l'espéce des graphes.
L'espece G des graphes posséde une espéce “primitive”, c'est-a-dire une espece H telle que G =
H'. En effet, soit H l'espéce des graphes tels que le degré de chaque sommet soit pair (nombre
d'arétes incidentes 4 ce sommet). Alors on a

(40) H'=G.

La preuve est schématisée sur la figure suivante:

Figure 11. H'=G.
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§3. Espéces linéaires.

Rappelons que [E désigne la catégorie des ensembles et bijections.
Notons IL Ia catégorie dont les objects sont les ensembles totalement ordonnés et dont les

fleches sont les bijecrions croissantes .

Définition 3.1. Une espéce linéaire (ou.i]L-espéce) estun foncteur M: L — E.

En d'autres termes, M est une "régle” permettant d'associer 2 chaque ensemble totalement
ordonné U un ensemble fini M[U] (ensemble des M-structures sur U) et & chaque bijection
croissante U —f> V une bijecdon M[U] m MI[V] (appelée F-transport le long de f), de telle fagon
qu'il y ait cohérenée des F-transports (conditions (i), (ii) de la définition 1.1).

On poumra toujours, supposer que U = [1, n] est totalement ordonné par la relation d'ordre
usuelle sur les entiers.

Toute espece (appelée aussi maintenant [E-espéce) du §1 peut étre considérée comme une
espéce linéaire (ou IL-espeéce): il suffit de composer avec le foncteur d'oubli L. — E.

Les deux espéces suivantes sont "vraiment" des IL-espéces, c'est-2-dire nécessitant un ordre

total sur U pour pouvoir définir les M-structures portées par U.
Exemple 3.2. Permutations alternantes.

Par exemples, en prenant U = [1, n], totalement ordonné par la relation d'ordre habituelle sur

les entiers, la permutation ¢ : U— U est dite alternante ssi
(41) oi-1) > o21) < (2i+1) , 1<2i<n .

Parexemple 0 =5 2319674 8. (On note 1a permutation ¢ comme un mot

G =0o(1) 6(2) ... o(n)).
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Le nombre de permutations alternantes sur 2n + 1 (resp. 2n) élément est noté T2n A (nombre
tangent ) (resp. E, ., nombre sécant ou nombre d’Euler ). Nous voyons que leur série génératrice

respective est

2n+1 t2n

t = = L
@ 2 T Gorir - B0 % 2 P oy T st

Exemple 3.3. Arbres binaires croissants.

Définition. Un arbre binaire croissant est un arbre binaire étiqueté (définition 1.1, ch. IT) dont
les sommets sont les entiers 1, 2, ..., n et vérifiant Ia condition;

tout fils est supérieur 2 son pére.

Exemple:
1
2 4
3
6 5
7

Figure 12. Un arbre binaire croissant.

Nous voyons ci-dessous que le nombre d'arbres binaires croissants sur [1, n] est n!. Nous
voyons aussi que le nombre d'arbres binaires croissants complets ayant 2n + 1 sommets (pas de

sommets simples, voir ch.II) est le nombre tangent T, . ; (exemple 3.2).
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Figure 13. Un arbre binaire croissant complet.

On peut déﬁhir, pour les L -espices I'analogue des opérations définies au §2 pour les
especes, en particulier somme , produit , substitution et pointage de IL-espeéces.

Dans la définition 2.5 du produit F-G de deux espéces, on ordonne les sous-ensembles Ujet
U, de U par l'ordre induit de U.

Dans la définition 2.9 de la substitution F(G), les ensembles Uy, ..., Upsont ordonnés par
l'ordre induit de U. L'ensemble quotient {Uj, ..., Uy) est ordonné selon l'ordre des plus petits
€léments de chacune des classes.

Par contre, nous changeons la définition de la dérivarion . Une nouvelle notion est introduite:
Tintégration d'une espéce JOT M(U) dU. Enfin, contrairement aux espéces du §2, deux IL-espéces

ayant méme série génératrice sont "isomorphes” (au sens de la théorie de catégories).

Définition 3.4. Soit M une L-espéces. La dérivée M' est définie par

(43) M[U] = M[1+U]

dans lequel 1 + U désigne I'ensemble totalement ordonné obtenu en rajoutant un plus petit élément

noté "1" a U,
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Schématiquement, nous noterons une M-structure sur U par;

M

Ia fléche indiquant I'ordre total sur les éléments de U.

Schématiquement, la définition 3.4 de la dérivée peut s'écrire:

Proposition 3.5. Soir M une L- espéce et M’ l'espéce dérivée (définition 3.4). Alors :

(44) o) @© = LMo,

En effet, le coefficient de t"/n! dans M'(t) est €y =2, , €n notant XEO a, t%n! = M(p).
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Définition 3.6. Soit M une L-espéce. L'intégrale de M, notée F = IOTM(U ) dU est l'espece

linéaire définie par:

(45) FIB] = @, et
siU=@, FU = MUmin)].

Umin(U) désigne l'ensemble U privé de son élément minimum min(U).

Schématiquement, la définition 3.6 s'écrit:

T
[M@) au M
0
Proposition 3.7. Soit M une L-espéce et F =IOTM(U) dU [l'espéce intégrale . Alors :

(46) Ft)y = [ M(U)dU.

o

Les opérations de dérivation et intégration vérifient les mémes régles de calcul, vis 2 vis des

opérations somme, produit, substitution, que celles vérifiées par le calcul usuel sur les fonctions ou

series formelles.
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Exemples 3.8. Arbres binaires croissants.

Soit Y I'espece linéaire des arbres binaires croissants (exemple 3.3 et fig. 12). On vérifie

que:
(47) Y = Y2 | Y[@] = (@) (arbrevide) ,
ou encore
T
48) Y = [YW)dU + 1,
0
Ainsi la série génératrice y = y(t) satisfait I'équation différentielle:
49) Y=y , y@ = 1.
L'unique solution est y = 1/(1 - t) . Le nombre d'arbres binaires croissants sur n éléments
est bienn! .

Exemple 3.9. Nombres tangents et arbres binaires croissants complets.

Cette L-espece Y (voir fig.13) vérifie I'équation:

(50) Y=1+Y%, , Y@ =60,

ou encore

T
(1) Y=T+ _fY2(U)dU.
0



115
Schématiquement, cette équation s'écrit:

Y = ® ou min

La série génératrice est I'unique solution de 'équation différentielle:
(52) y =14y , y0 =0,

c'est-d-dire y = tg t (fonction rangente ). On obtient ainsi une interprétation combinatoire des
nombres tangents T, ; définis par

2n+1
_ t
it ,;, Tt G

Exemple 3.10. Nombres sécants.

Les nombres sécants E,;, n 2 0, sont les nombres (entiers) apparaissant dans le
développement de la fonction sécante

2n
(53) L -%E L.

wv
-

La fonction sécante z = 1/cos t est I'unique solution (avec y ' tg t) du systéme différentiel

(o
]

{z‘ yz , z® =1,
54
e t=1+yr (0

I
o
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En "relevant” le systtme d'équations au niveau des objets combinatoires, c'est-a-dire des
especes, il vient

Z =YZ . Z[Q] = [ﬁ} ’
(53) Y =1+7Y . YIg =0

L'unique solution (2 "isomorphisme” prés de LL-especes) est la suivante. L'espéce Y est
l'espéce des arbres binaires croissants complets (exemple 3.9). L'espéce Z est I'espéce des arbres

binaires croissants ayant la propriété suivante:

L'arbre n'a qu'un seul sommet simple, celui-ci est le dernier sommet de la branche droite

principale. (voir fig.13¥). L'arbre vide fait partie des Z-structures.

Fig. 13*. Une Z-structure (solution de (55)).

Nous avons ainsi une interprétation combinatoire des nombres sécants Espn20.
Remarquons que ces arbres binaires croissants sont en bijection avec les arbres binaires croissants

complets (Y-structure) tels que le dernier élément de la branche principale droite est 1'élément
maximum.



117

Remarquons que le systéme (55) s'écrit aussi

T
7= [Y(U)Z(U)dU.
0

(56) T
Y=1+[ YW,
0

c'est-2-dire schématiquement

Une itération de ces schémas conduit aux solutions Y et Z sous forme d'arbres binaires

croissants.

Exercice 3.12. Une arborescence 1-2 est une arborescence telle que chaque sommet a au plus

deux fils [Le fait de pointer un sommet dans un arbre (de Cayley) permet de définir les notions de

fils et de pére d'un sommet].

Une arborescence croissante est une arborescence sur un ensemble totalement ordonné (par

exemple [1, n]) telle que tout fils est supérieur 4 son pére. (voir fig.14)
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Figure 14. Une arborescence 1-2 croissante.

Montrer que le nombre a;;, d'arborescencel-2 croissantes ayant m sommets est

a, = E,‘,n (nombre sécant),

8 2= T2n+l (nombre tangent).

(57)

[On utilisera une équation différentielle satisfaite par la [L-espéce des arobrescences1-2 croissantes).

Exercice 3.13. Soit CH (resp. SH) la [L-espece des ensembles totalement ordonnés de cardinal

pair (resp. impair). Démontrer la relation
(58) CH? = 1 + SHZ.
Exercice 3.14. On considére la L -espéce formée par les assemblées d'arborescences

croissantes. Montrer que le nombre de structures (voir exercice 3.12) sur [1, n] est n!. [Ecrire

I'équation différentielle (ou intégrale) satisfaite par cette IL-espéce].
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§4. Polynémes de Sheffer.

K désigne un anneau commutatif.,

Définition 4.1. Une espéce pondérée (IE-espéce ou L -esp2ce) est une espece F (au sens des
définitions 1.1 ou 3.1), "munie" d'une valuation v, c'est-2-dire qu'a toute F-structure o € F[U], ou
associe v(c) € K (appelé poids ou valuation de la F-structure ), et telle que l'on ait la condition

suivante (compatibilité avec le transport de structures).

F
(59) pour f:U—V et ae FU) ﬁ) Be E(V), alors via) =v(B) .

La série génératrice de l'espéce pondérée F,, sera alors la série F (1) € K[[t]] définie par

(60) F,(1) = gh P, 1‘1—‘ avec P, = ;{m (@) .

Remarquons que, d'aprés (59) U = {1,..., n} la somme ¥, E[u) V(@) ne dépend que de la
cardinalité de U.

Les propositions des §2 et 3 relatives aux séries génératrices de la somme, produit,
composition, pointée, dérivée et intégrale (propositions 2.3, 2.6, 2.11, 2.17, 2.21, 3.5, 3.7)
s'étendent aux séries génératrices des espéces pondérées, a condition de définir de la fagon suivante

ces opératons sur les espéces pondérées.

Soit F et G deux espéces ([E-espece ou LL-espéce) pondérées respectivement par v, et v,.
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Somme Fv, + Gv, est I'espéce F + G pondérée par v définie par

(61) la restriction de v 2 F[U] (resp. G[U]) est v, (resp. Vs).

ProdL;ir Fv, - Gv, est I'espéce F - G pondérée par v définie par

(62) pour Y= (U, Uy, &, f) € F- G [U], v(y) = v1(cx) vo(B) .

Substitution i:\rl o Gv, est I'espéce F o G pondéré par v définie par:
pour ¥ = ({Uy,..., Uy} s 0gheenn s B) € Fo G [U],

c'est-3-dire (voir définition 29) {Uj,..., Uy} est une partition de U, a; € G[U] pour

1<i<het B est une F-stucture sur 'ensemble {Ujs..., U, alors
(63) v(y) = vi(B) voloy)...vploy) .
Pointée F'v, est I'espéce F* pondérée par v définie par:

pour Y= (o, x) € F[Y], clest-a-dire @ € F[U], x € U, alors

(64) v@y) = vy(@).
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- Dérivée Fv, estl'espece dérivée F (définition 2.20 ou 3.4 pour les [L.-especes) pondérée
par v définie par:

pour Yy € FU], c'est-2-dire Y€ F[U + {x}] (resp. Yy F[1 } U]) alors
(65) viy) = vi(y.
—  Intégrale E, = IOT M,,(U)dU estla L-espece F = IOT M(U) dU pondérée par la valuation
v définie par:
pour ¥y € F[U], c'est-2-dire Y € M[U\min(U)], alors
(66) v(y) = vi(1) -
Définition 4.2. Une suite (P (x)},5q de polyndmes de K [x] est dite suite de polynomes de

Sheffer ssi il existe deux séries génératrices f(t) et g(t) de K [[t]], avec f(0) = (0), £(0) = O,
g(0) # 0 et telles que

n
(67) Y, Pyx) 15 = g() exp(x (1) .
nz0 :

Si g(t) = 1, la suite {P_(x)} > est dite de 7ype binomial .
La relation (67) implique que chaque P (x) est de degré n.
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Interprétation combinatoire des polynémes de Sheffer et des polyndomes de type

binomial.

Soient F et G deux especes, de séries génératrices respectives f(t) et g(t). Soit H l'espece
(68) : H = G-E:F)
Alors en notant P (x) = 2051:5:1 a, xK, les polynbémes de Sheffer définis par (67), le

coefficient a & ©st le nombre de H-structures sur un ensemble U de cardinal n, dont l'assemblée de

F-structures associée a k composantes (voir fig. 15). 11 suffit de pondérer chacune de ces

X ' X X X
: Ur1 @12 @ : Uk.
- J
Y W

G-structure. Assemblée de k F-structures pondérées par x.

COmPpOosantes par x,

I—'<

Figure 15. Interprétation combinatoire de polynomes de Sheffer.

Plus généralement, on peut prendre des espéces pondérées Fv, et Gv, et interpréter des
polyndmes de Sheffer a coefficients dans K. En général K sera I'anneau des polynomes Z[X] &

variables dans un ensemble X.
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Pour les polynémes de type binomial, il suffit de ne considérer que des assemblées de

F-structures.
Exemple 4.3. Nombres de Stirling Shk

Soit 5 le nombre de permutations de {1,..., n} ayant k cycles. Notons

(69) ) = ¥ s P
i1gsksn

La suite de polyndmes {s,(x)} 5o est de type binomiale. L'égalité (67) devient ici

n
Y 5,00 L = cxpxlogti-0)
n20 :

c'est-a-dire encore

(70) T s@io= a0t

n20
En développant par la formule du bindme, on obtient

1) spx) = x(x+1)...x+n-1)

(voir une preuve bijective de cette derniére relation au §5).
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Exemple 4.4. Nombres de Stirling S, .

Soit S,y le nombre de partitions de {1,..., n} ayant k blocs. Notons

(72) S (x) = S . XK
n gﬂ n'k
La suite S, (x)} > est de type binomiale, et de série génératrice

n
(73) | Y, Su®) o = expxe'-1)).

n=0

L’cspéce B =E o E* des partitions (ou assemblée de blocs non vides) peut étre valuée par v

définie (63) et h; fait que v(e) = % si &t est un bloc de cardinal p.

La série génératrice de l'espéce pondérée BB, prend la forme

tn = t“
(74) nzz“o Yo lx,, xz,...)ﬁ = ex Z Xy }

nzl

Les polyndmes Y, (xy, X,,...) s'appellent polynomes exponentiels .
Exemple 4.5. Polyndémes d'Hermite.
Prenons dans (68) les espéces F = T (espéce singleton) et G = J,, l'espece des involutions

sans points fixes, pondérée par v avec v(e) = -1 pour tout cycle de longueur 2.

(On peut aussi écrire ] =E o (T21) , assemblée de paires).
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Les polyndmes de Sheffer associés sont les polyndmes d’Hermite H_(x) . Dans ce cas la

relaton (67) devient

£
(75) r,zz:oH“(x) i exp(xt - ; ).

La série (75) est aussi la série génératrice de I'espece des involutions pondérée par v définie

par: v(or) = x si & est un point fixe, v(a) = -1 si & est un cycle de longueur 2.

s OO0

G-structure : involution sans point fixe Assemblée de F-structures

avec F=T espéce singleton

AN J
h'd

H=G- (Ee F) Espece des involutions

Figure 16. Interprétation combinatoire des polyndmes d'Hermite.

Le polyndme d'Hermite H_ (x) est aussi le polyndme de couplage (voir définition 3.2, ch.I)
du graphe complet K, (c'est--dire le graphe sur {1...., n} tel que toute paire {i, j}, 1 j est une

aréte du graphe).
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Remarquons que dans la littérature, on rencontre d'autres polyndmes appelés polyndme

d'Hermite comme par exemple les polyndmes He, (x) = 2" H, (x). Ceux que nous désignons par

H, (x) sont les polynOmes unitaires associés (c'est-2-dire que, tout polyndme de Sheffer B(x)

défini avec g vérifiant g(0) = 1, le coefficient du terme x" de plus haut degré est 1).

Exemple 4.6. Polyndmes de Laguerre Ln(a)(x).

Soit Lag =E o (C + L*) l'espéce dont les structures sont les assemblées ayant deux types de

composantes: les cycles et les chaines (ou ordre total) non vides. De telles structures, appelées

configuration de Laguerre sont pondérées par v définie par:

le poids d'un cycle est (a + 1), le poids d'une chaine est (-x).

La série génératrice de 'espéce pondérée Lag, est alors:

a9 %, Lo dr = —Lop enf2t).

) n! (s t)a+1 1-t

et définit les polyndmes de Laguerre L (®)(x) qui sont des polyndmes de Sheffer. Ces polyndmes

dépendent d'un paramétre noté a.

o //;
QY SUNFECTe

_/

~

Assemblée de cycles . Assemblée de chaines non-vides.

Exercice 4.7. Formule de Mehler pour les polynémes d'Hermite.
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Démontrer combinatoirement la formule suivante (dite formule de Mehler)

yt-( +y2)t 12
(77 X HOH o = = ]

I

Le lecteur vérifiera d'abord que la superposition de deux involutions o et P sur I'ensemble

U ={1,..., n} est identique & une assemblée d'objets combinatoires ayant I'un des quatre types

suivants:

0— 0
f\ B & @ cyclesde
B: o CECICS EalI'S B

O-==4 0

cycles de
N -8 87 )
N

a@—ﬂ—oa—o---o—-&--ea

B a e
UO)——O———O———-O—(L}B

(o4 B8 a Y
B@—o—-—o—-—o—--—o———wﬁ

Figure 18. Composantes pour la preuve combinatoire de (77).
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Probléeme 4.8. (Résultats classiques sur les polyndomes d'Hermite).

a) Coefficients. Démontrer la formule

78) H = ¥ () 2 — %,
0<2k<n 2 k! (n-2k)!

b) Récurrence linéaire 3 3 termes. Démontrer la formule

(79) Hp(x) = xHyx) - Hp4(x)

c) Orthogonalité,

Soit f : Z[x]— 2 la fonctionnelle linéaire définie par son action sur les monémes
(80) fx2+ly = 0 ; fx2") = 1.3..@2n-1) 020).

En quelque sorte f(x™) est, pour tout m 2 1, le nombre d'involutions sans points fixes sur le
graphe complet K (voir exemple 4.5). Soit Kn; @ ... ® Kn le graphe ayant n; + ... + n
sommets et dont les composantes connexes sont des graphes complets isomorphes & Kn,,..., Kn,.
Un couplage d'un graphe est dit parfair lorsqu'il n'a pas de points isolés. Le nombre f(x™) est
aussi le nombre de couplages parfaits du graphe K ;..

En utilisant l'interprétation combinatoire des polynémes dHermite H, (x) comme polynomes

de couplage de K, montrer que

(81) fH, ...H,®) = C o »
1 1 O

Chny,..., 0y est le nombre de couplages parfaits du graphe Kn; @ ... ® Kn, tels que aucune aréte du
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couplage n‘ait les deux sommets dans le méme graphe Kn, . [On donnera une preuve bijection avec

une involution changeant le signe des termes].
En déduire 'orthogonalité des polyndmes d'Hermite, c'est-a-dire

(82) fH&H,(x) = 0 si n#m,

# 0 si n=m.

Remarque. f(P(x)) est aussi la fonctionnelle

1 iy x2f2
f(P(x)) = i [ P(x) e* 7 dx .

d) Formule de Rodrigues. Démontrer la formule

n
H) = (UF &7 Lo ).
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§5. Bijections sur les permutations.

Nous noterons &, 'ensemble des n! permutations sur {1, ...,n). Une permutationc € &,
sera écrite comme un mot ¢ = o(1) 0(2) ... 6(n) du monoide libre {1, ..., n}*, on encore par sa

représentation en cycles , ou encore par son "graphe”, c'est-a-dire par I'ensemble des points

o= {(i,_ o(),1<i<n}, o< [L,n] x [1,n).

Exemple:
=582961743 9 .
et ' [-o
7 ¢
2 8 7 6 ‘
ey 5
45 4 —.—4
3 6 :
| B[y
9 1 1 ®
cycles 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figure 19, Diverses représentations d'une permutation.

&, est muni d'une structure de groupe pour la composition G © T des permutations: le

groupe symétrique . On définit l'inverse o’! d'une permutation (bijection inverse). On note aussi

(83) o* = o(n) - o(l)

l'image miroir de © et a© la permutation complémentaire , c'est-2-dire définie par

(84) o) = n+1-0() pour 1<i<n.
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Les transformations 0 — o7}, 60— o*, 60— @¢ engendrent groupe de transformations sur
&, qui est isomorphe au groupe des symétries du carré, En revenant A l'interprétation graphique
g, ces 3 ransformations correspondent respectivement 2 la symétrie par rapport 2 la diagonale

principale, l'axe vertical et 'axe horizontal.

a) Cycle et éléments saillants

Définition 5.1. L'élément x € [1,n] est dit élément saillant de la permutation € &, ssi
(85) | x = o(i) < 6(fj) pourtoutj, 1<jc<i.

Exemple. Les éléments saillantsde =58 2 9 6 1 7 4 3 somt {1, 2, 5.

Ce sont les "minima relatifs” lorsqu'on lit 1a permutation ¢ = o(1) ... 6(n) de gauche 2 droite.
Remarque 5.2. Dans la représentation graphique ¢ de g, les éléments saillants correspondent
aux points M de & tel que le quart de plan Sud-Ouest issu de ce point (voir figure) ne contienne
aucun point de ¢ autre que M.

M=(i,o(i)) on aurait en fait quatre notions

d'€léments saillants correspondant aux quatre

quarts de plan possibles.
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Sud-Ouest Sud-Est

/ (saillant inférieur gauche) (saillant inférieur droit)
Nord-Est’ ' Nord-Ouest
(saillant supérieur droit) (saillant supérieur gauche)

Le terme "saillant" sans autres précisions signifiera saillant inférieur gauche.

Bijection 5.3. ¢: & —— & transformant les éléments saillants en cycles.
Soit 0 une permutation. (le mot ¢ = o(1) ... o(n) se factorise de maniére unique en

(86) w=x;W...x W, avec xi€ {1,...n),xy>...Lx,, et pourtoutie [LK],

les lettres du mot Ww; sont > x;.

Dans 'unique factorisation (86), les lettres X; sont en fait les €léments saillants de 6.

On définit alors la permutation ¢(o) par ses cycles.

87) o) = {1}, .--» ¥ ) dans laquelle Y;estlecycley; = (x;w;) (mot x;w; considéré a

une permutation circulaire prés), pour 1 <i<k.
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exemple. Pour = 5 8 2961743

|

factorisation (86) _5_ 8 / 29 6/ 1743
§ 9 6 3 4
p(0)= ¥ 9 9
5 1 7

Le lecteur montrera que ¢ est bien une bijection et définira I'application inverse ol

Le nombre de cycles de (o) est égal au nombre d'éléments saillants de ¢. Ainsi le nombre

de permutations ¢ € & ayant les k éléments saillants est le nombre de Stirling Sy k défini &

I'exemple 4.3.

Exemple 5.4 Recherche du minimum d'une suite (Informatique)

Procédure min(w)

{w =ay ... a_ est une suite de n nombres distincts)
début
m:=2a;
Pour i =2 a n faire
début si m<a alors m:= a
fin
min(w) :=m

fin
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Nous allons faire 'analyse de cet algorithme, c'est-3-dire en calculer le coiit moyen . Nous
considérons que le cofit est le nombre d'opérations €lémentaires 3 effectuer. Ce nombre est
cn + s(w) avec ¢ une constante et s(w) le nombre de fois que l'on effectue l'instruction m := a;

L'instruction m := a; est effectuée chaque fois que a; = min{a,, a,, ..., a;), c'est-a-dire
chaque fois que a; est élément saillant du mot w.

Le coiit moyen est obtenu en prenant une suite "au hasard" de n nombres distincts. Cette
"analyse en moyenne" peut se ramener 2 ne considérer comme entrées de I'algorithme qucj les
permutations de &, supposés équidistribuées. Le coiit moyen est alors cn + 1/n! Zoe on IS(O)L.

Le paramétre s(w) est appelé paramétre de I'algorithme . Calculer sa moyenne est un
probléme combinatoire.

D'apres la formule (71) et en utilisant la bijection @, il vient

ks

nk
nl! Yy sl = 1_‘—‘*_&":1'— )
cre@n
§' (1) !
= sn(—l) (s, (x) défini par (69)) ,
(88) L3 Isol =1+L+—+1 (@aprsan)
n! 2 n '

Le nombre H, = 1 + 1/2 + ——+ 1/n est appelé nombre harmonique d'ordre n. Il intervient

fréquemment dans les analyses d'algorithmes en Informatique relatifs aux structures de données .

Le coiit moyen de I'algorithme de recherche du minimum est cn + H..
Le coiit minimum est ¢n + 1, le cofit maximum est cn + n.

Cet exemple 5.6 est un exemple simple et typique d'analyse d'algorithme en Informatique.
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Exercice 5.5. Que devient le parametre “nombre de montées” de o par la bijection ¢ définic en

(87). [Rappelons qu'une montée de o est une valeur x = 6(i), 1 <i<n telle que o(i) < o + 1)].

b) Table d'inversion.

Définition 5.6. Une fonction sous-excédante est une application f : [1, n] — [0, n - 1] telle

que (89) 0 < (i) < i pour tout it[1, n].

Représentation graphique.

Figure 20. Une fonction sous-excédante.

Notation. Nous noterons S’n I'ensemble des fonctons sous-excédantes f : [1,n]— [0,n-1].
Ona fait | F | | =n! Remarquons d'ailleurs que & , constitue l'interprétation combinatoire la

plus "nawrelle" den! = 1 x 2 x ... x n. Dire que | S, | = n! résulte d'une bijection entre Fqet

G

n
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Bijection 5.7. 1: & ,— &,

Soitc e & . Soitfe & définie par la condition

(90) pourx € [1,n], f(x) = 1 {y,1€j<1,y=0() <o) =x} |
Exemple: g=3582961743
l
Ilc) = f=(123456789
002202413

Nous noterons f = I(G), et I'appellerons table d'inversion de la permutation ©.

Proposition 5.8. L'application 1: & — &F | définie par (90) est une bijection entre les

permutations et les fonctions sous-excédantes .
Nous définissons la bijection inverse de la fagon suivante.

Soitfe & . On “place” la valeur 1 (un seul choix possible). La valeur 2 peut &re “placce”
selon deux choix possibles: 21 ou 12. Les deux positions correspondent respectivement a

£(2) =0 et £(2) = 1.

Plus généralement, supposons que l'on ait déja "placé"” les valeurs 1, 2,..., i pour former un
mot 0;. Les positions possibles pour "placer” la lettre (i + 1) dans le mot o; sont numérotées de
gauche a droite 0, 1,..., i. La régle est alors de placer la valeur i + 1 4 la position numératée

f(i + 1). A la fin, on obitent la permutation o, = I"}(f).
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1234567809 . .
Exemple: Pourf=13 02202 4 1 3,12 construction donne successivement :

Proposition 5.9 La bijection 1: 6 — & , définie par (90) vérifie : pour f=1(c), x est
saillant inférieur gauche (resp.droit )de G e G, ssi f(x) =0 (resp . f(x) =x - 1).

Remarque 5.10 On pourrait en fait définir huit bijections &  — F n du type "table
d'inversion". La bijection I est définie en comptant le nombre de points de © situés dans le quart de
plan Sud-Ouest issu de (i, o(i)). On pourrait définir4 autres bijections en remplagant Sud-Ouest

par respectivement Nord-Ouest, et Nord-Est ou Nord-Ouest (aprés avoir pris I'image miroir du mot

f(1)...(f(m)).

D'autre part I est définie par “valeur” o(i). On aurait aussi I'analogue J définie par “indice"

i, c'est-a-dire J(o) = g avec
91) gi) = 1{j, 15j<i, o) <o@®} !, 1<i<n .

Ainsi, on aurait en tout huit "tables d'inversion" possibles.
po
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Nombre d'inversions.

Définition 5.11. L'ensemble des inversions de o € G, est I'ensemble des paires définies par

(92) Inv(o) = {{ll.l] ’ i<j7 O'(l)>0'(j)} .

Le nombre d'éléments de Inv(o) sera noté

(93) inv(c) = IInv(o)l,

et est appelé nombre d'inversions de ©. Sur le graphe © de o, une paire d'inversions {i, j) peut

étre représentée graphiquement par le point

G, o) ., (lorsquei<j et o(i) > o()).

Chaque point de [1, n] x [1, n] ayant & sa gauche (ouest) et en-dessous (Sud) un point de ¢

correspond ainsi & une paire d'inversions. (voir figure 21).

a (@

w ._C\
x

—_
—-
—

—
[ ¥]
w
S
w
-3
-3
o0
-]

Figure 21. Représentation graphique des paires d'inversions.
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Pour f = I(¢) définie par (90), on a la relation

94) inv(o) = @ - (En‘, f(i)].
i=1

En fait, en changeant1:.0— fenI=0— T avec T € & définie par

95) @ = i-1-f) , 1<i<n,
il vient
(96) | ivio) = 3 F@).

i=1

L'application f— f est une involution sur & n- Les deux paramétres inv(c), pour o e &
et som(f) = X"_, f(i), pour f e F , ont méme distribution.

L'objet combinatoire f € & | se décompose en un produit d'objets combinatoires f; = (i) (au
sens de la définition 5.4, ch.II), c'est-a-dire choix de j € [0, i - 1].

Si la valuation de f; = j est ¢l, la valuation de f est qom(D, D'apres la proposition 5.5, ch.Il,

on en déduit le polyndme énumérateur des permutations selon le nombre d'inversions.,

Corollaire 5.12.

@7 T d™ - 10+ +qed A rgr—+g™h
ceS,

o fiy 4
le second membre de (97) s'écrit aussi H [11—%-] On l'appelle le g-analogue dunombren! et on le
=1 B

note aussi [n!],. C'est un polynéme en q qui vaut n! pour q = 1.
q aq po
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Un raisonnement analogue 2 celui démontrant le corollaire 5.12 permet de démontrer
combinatoirement la relation (71) donnant le polyndme énumérateur des permutations selon leur
nombre de cycles. D'apres la bijection ¢ définie en 5.3 et la proposition 5.9, ce polynéme

énumérateur (71) est aussi celui énumérant les fonctions f € & ,, selon le cardinal de £-1(0).

( Pour j & [0, i - 1], définissons la valuation v(j) = x si j = 0, v(j) = 1 sinon. Pourfe F o
définissons v(f) = x¥ avec k =11(0) I. La encore les axiomes de la définition 5.6, ch.II sont
satisfaits: fe & | peut &we considérée comme le produit des objets valués f; = () e [0, i-1].
Pour i € [n], la série génératrice des f; est (x + (i - 1)). D'aprs la proposition 5.5, ch.II, on

rectrouve

n
bien la formule (71) s, (x) = [ x+G- ).
=1

¢) Permutations et arbres binaires croissants.

Nous avons défini les arbres binaires croissants & I'exemple 3.3 et avons démontré a
I'exemple 3.8 que le nombre de tels arbres binaires sur {1,..., n} est n!. Nous donnons

maintenant une bijection entre ces arbres et les permutations.

Notons & , l'ensemble des arbres binaires croissants ayant n sommets. Un mot
w € {1,...,n}* est dit linéaire ssi chaque lettre apparait au plus une fois. Nous associons

récursivement un arbre binaire croissant 8(w) & tout mot linéaire w par la relation suivante:

- 0(e) = @ (mot vide et arbre vide)
8) - sinon notons w = umv avec m la plus petite lettre du mot linéaire
we {1,..., n}*,alors &w) = (o(u), m, &(v)).
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Exemple: 0 =58296143

1
2/ \3
8(0) = 5/ \6 4/
] \8 9/

Figure 22. Le déployé d'une permutation.

L'arbre binaire croissant 8(w) est appelé le déployé du mot w.
Réciproquement, si B est un arbre binaire croissant sur (1,..., n}, nous associons une

permutation ¢ = [1(B), appelée projecrion de B, par la récurrence suivante:

- [1(@) =e (arbre vide et mot vide),
(99) -sif= (Bl, T, [32) est un arbre binaire croissant de racine 1, alors

II) = 1‘[(131) r [1(B ) (concaténation.des mots).

Remarque 5.13. Le mot T1(B) est aussi le mot obtenu en écrivant de gauche a droite les

sommeis de P parcourus en ordre symérrique (définition 1.9, ch.II).

Proposition 5.14. L'application & : G, — & | définie par (98) est une bijection enire les
permutations sur {1,..., n} et les arbres binaires croissants sur {1,...,n}. La bijection

réciproque est l'application 1 définie par (99).

En fait, nous aurons besoin d'une autre définition, non récursive, de I'application 8. Celle-ci

repose sur la notion suivante.
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Définition 5.1S5. Soitce & etxe [l, n]. Il existe une unique factorisation du mot o,

appelée la x-factorisation de o, vérifiant les trois conditions suivantes:

(i) ©=uk(x)xp(x)v dans lequel u, A(x), p(x) et v sont des mots (éventuellement vides) de

{ Lo},
(i) les lettres de A(x) et p(x) sont > x,

(iii) les longueurs de A(x) et p(x) sont maximales parmi les factorisations vérifiant (i) et (ii).
En d'autres termes, soit u (resp. v) est vide, soit sa dernigre (resp. premiere) lettre est < x.

On pourrait alors démontrer la

Proposition 5.16. Soient © une permutation de &, avec 8(c) son déployé par la bijection
(98) et x un élément de [1, n). Soir o =uA(x) xp(X) v la x-factorisation de o (définition 5.15).
Le sommet x de 'arbre binaire croissant 8(0) n'a pas de fils gauche (resp. droit) A(x)=¢
(resp. p(x) =¢). Dans le cas contraire, le fils gauche (resp. droir) de x est la plus petite lettre du
mot A(x) (resp. p(x) ). '
De plus, le sous-arbre gauche (resp. droit) de (C) enraciné en x est 3(A(x)) (resp. &(p(x)).

Exemple:
Pourc=582961 4 3 etx=2, lax-factorisation est o= (58) 2 (96) 14 3.
(u=e) A(2) p(2)

Le fils gauche de 2 est 5, le fils droit de 2 est 6 (voir figure 22).
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Définition 5.17. Soit ¢ une permutation de & . Faisons la convention 6(0) = a(n + 1) = 0.

Nous dirons que x = o(i) est respectivement (pour 1 <i < n),

pic ssi oi-<x>a(i+1),
creux ssi oi-D>x<o(i+ 1),
double moniée ssi oi-)<x<oa(i+1),

double descente ssi oi-D>x>a(+1).

De la proposition 5.16, on déduit aisément la

Proposition 5.18 Soient © une permutation de @, avec 5(0) son déployé par la bijection
(98) et x un élément de (1, n].

(i) Le sommet x de l'arbre binaire croissant 8(0) est une feuille (resp. sommet double, resp.
sommer simple @ droite, resp. sommet simple @ gauche) ssi x est un pic (resp. creux, resp. double
montié, resp. double descente) de la permutation ©.

(i) La branche gauche (resp. droite) de (o) est l'ensemble des éléments saillants inférieurs
gauches (resp. droite) de .

Exemple: Pouro=5 8 2 9 6 1 4 3, notée aussi avec ses montées et descentes sous la forme
o= 5/8\2/9\6/1\4/3\ , les pics sont 4, 8, 9; les creux 1, 2; double montée 5; double

descente 6. On comparera avec I'arbre binaire croissant de la figure 22.

Corollaire. La restriction de [T =81, définie en (99), aux arbres binaires croissants complets sur
[1, 2n + 1] (ex. 3.9) (resp. aux arbres binaires croissants appelés Z-structures & l'exemple 3.10 et
ayant 2n sommets) est une bijection entre ces arbres binaires et les permutations alternantes sur

(1, 2n + 1] (resp. [1, 2n]). Nous avons ainsi démontré I'identité (42) énoncée a l'exemple 3.2.
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d) Permutations et arborescences croissantes.

A T'exercice 3.12, nous avons défini la notion d'arborescences croissantes. L'exercice 3.14
prouve que le nombre d'assemblée d'arborescences croissantes sur [1, n] est égal & n! Nous

construirons ici des bijections entre ces assemblées et &F | et & .

Soi @ une assemblée d'arborescences croissantes sur U = [1, n]. Nous définissons la

fonction sous-excédante f € & | par la relation

Pourx € [1, n], f(x) = 0 si x est racine de I'une des arborescences de w,
(100)

sinon f(x) est le pére de x.

L'application w— f est une bijection (entre les assemblées d'arborescences croissantes ayant

n sormmets et les fonctions sous-excédantes SH)

A | 1?
9 T 3 4
10 8 6

Figure 23. Une assemblée d'arborescences croissantes.

Exemple. L'application f associée & I'assemblée de la figure 23 est

—
o Lh
(PN N
h -]

10]
3

[l
o
[ RV
W 0o
W o
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Un arbre planaire croissant est un arbre planaire étiqueté (définition 1.14, ch.I) dont les

sommets sont les entiers 1, 2,..., n et tel que tout fils est supérieur 2 son pére. Une forér d'arbres
planaires croissants est un ensemble ordonné d'arbres planaires croissants.

Ces structures forment deux autres exemples de LL-espece.

A toute forét d'arbres planaires croissants, on peut associer une assemblée d'arborescences
croissantes par "oubli" de I'ordre des fils de chaque sommet et de I'ordre des arbres de la forét.
Inversement, A toute assemblée d'arobrescences croissantes @ = {@y,..., @y}, on peut associer une
forét d'arbres croissants ¥(®) en ordonnant les arborescences selon l'ordre décroissant de leur
racine, ainsi que les fils de chaque sommet selon I'ordre décroissant. C'est ce que nous avons fait
sur la figure 23. En parcourant cette forét en ordre préfixe, c'est-a-dire que chaque arbre est
parcouru en ordre bréﬁxe (définition 1.16, ch.II), du premier au dernier arbre de la forét, on

obtient une suite de sommets Xy,..., X, Le mot ¢ = xy,..., X, estune permutation de & . Notons

o = E(w).
Exemple: Pour @ l'assemblée d'arborescences croissantes de la figure 23,
Ew) = 5972310861 4.

Proposition 5.19. L'application & : ®— © définie ci-dessus est une bijection entre les
assembiées d'arborescences croissantes sur [1,n] et les permutations de S .
La bijection réciproque &1 est définie de la fagon suivante.

Pource &, soitn(c)=fe & , 1a fonction sous-excédante définie par la relation suivante

Pour x € [1, n] avec x = o(i), f(x) =y tel que

- 51 x est élément saillant de &, alorsy =0
(101) ) -

- sinon y = o(j) avec

j=max (j, j <i, () <o()] .
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Exemple: Pourc=59 7 23 (10) 8 6 1 4, alors

=

2345678910
02103535 3)

Le lecteur prouvera la

Proposition 5.20. Soit o € &, et f=1(0) la fonction sous-excédante définie par (101). Soit
o l'assemblée d'arborescences croissantes associée d f par la relation (100). Alors o= E-l(o).

On peut encore appliquer 2 la forét d'arbres croissants (o) la transformation duale (bijection
duale 1.19, ch.Il) ﬁour obtenir un arbre binaire croissant. Le lecteur démontrera que cet arbre est

8(c) pour © = &(w).
Exemple:

Assemblée d'arborescences croissantes

5 2 1 :
bijection 1.19 duale
Ch.J1
—_—
9 7 3 4
10 8 5

(100) / \g déployé 5/ / 7 projection

123 456789 10 > 59723 (10)8 6 1 4
0021035353 n

fonction sous-excédentie permutation

Figure 24. Diagramme commutatif des bijections du {5, d}.
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Les principales propriétés de la bijection § sont les suivantes:

Proposition 5.21. Soit G une assemblée d’arborescences croissantes et G = E(w) la
permutation associée:

(i) les racines des arborescences de © sont les éléments saillants de ®,

(i) pour x € [1, n], le sommet x est une feuille de G (pas de fils) sur x est soif une
descente de © (c'est-d-dire x= o(i) > 6@ +u1). soit x = o(n)) .

(iii) si x € [1,n] est une montée de ©, alors les fils de x dans © sont les éléments saillants
dumot p(x) (non vide) de la x-factorisation de © (définition 5.15).

(iv) l'assemblée d'aborescences formée par les sous-arborescences ayant pour racines les fils

du sommet x, est exactement E(p(x)).
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§6. Autres exercices.

Probléme 6.1. Permutations de Jacobi.

Il s'agit d'intepréter combinatoirement le syst2me d'équations différentielles

y =z -, y0)=0,
(102)
7 =y z{=1,

dont I'unique solutionesty =tgtetz=l/cos t.

Définition. On appelle permutation de Jacobi une permutation 6 € & telle que pour

x €[1, n], le mot p(x) de la x-factorisation (définition 5.15) soit de longueur paire.

Exemple: 0 =7 28514963,

Soit Y (resp. Z) la [L-espéce des permutations de Jacobi sur un ensemble impair (resp. pair)

d'éléments.

a)  Montrer que les L-espéces Y et Z satisfont le systéme d'équations différentielles

2
Y = 7 3 Y@ =09,
(103) {Z‘ =YZ , Z[[B]]={G}.

Nous obtenons ainsi, avec les permutations alternantes (ou arbres binaires complets, exemple
3.9 et exemple 3.10) et avec les arborescences 1-2 croissantes (exercice 3.12) une troisiéme
interprétation combinatoire des nombres tangents et sécants. Ces trois interprétations sont

associées a trois systémes différentels différents.
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b)  En déduire que le nombre d'assemblées d’arborescences croissantes sur [1, m] telles que
tout sommet ait un nombre pair de fils est également E,  pourm =2net T, ., pourm=2n+ 1.

[On donnera une bijection avec les permutations de Jacobi].

c¢) En déduire une preuve combinatoire de l'identité.

t

du 1
104 = PR S
(104) ex ) com tgt ot

Exercice 6.2. Polynimes Eulériens.

Soit an g le nombre de permutations de [1, n] ayant k montées (c'est-a-dire k valeurs

x=0() < o(i+1)). Le polyndme Eulérien d'ordre n est

(105) Ay = Y a XK.
© 0O<k<n

(voir aussi exercice 3.4, ch.I)

Montrer combinatoirement les relations

A, (1) = 0
(106)

n
Ag (D = " Ey

[On construira une involution agissant sur les arbres binaires croissants].

Exercice 6.3. Tableau de Kempner.

On considere le tableau suivant ol apparaissent les nombres tangents et sécants
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Q) _ g & t’
tgt =t +2?+16-5—!+ 272? +
@u
0o 1
®2©0 c—(jﬁ=1+1ﬁ+5;—!+61%+
o z 4 5
10 5 0

@ 272 256 24 178 122 61 0

Table.
Tableau de Kempner

des nombres tangents et sécants

a)  découvrir la régle de formation de ce tableau.

b)  montrer que ces coefficients dénombrent les permutations alternantes selon la valeur de la
demniére lettre [on utilisera la table d'inversion "par indice"]

c)  généraliser b) au calcul du nombre de permutations ¢ ayant une forme donnée.

La forme d'une permutation 0 € & estle mot w = Wy...wp  de longueur n - 1 écrit sur
l'alphabet {+, -} et défini par
W=+ si o(iy)<oi+1) (montée) ,
(107)
1

W, =- si o@)>ol+1) (descente) .

par exemple,pour 6=3 5 6 1 4 2,]aforme est w=++ - +-. Il y a 35 permutations ayant cette

forme w.

Les permutations alternantes sont les permutations ayant la forme (- +- +...).
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Exercice 6.4. Indice de Major.

L'indice du major (du 2 Mac Mahon) d'une permutation 6 € & est le nombre maj(o) défini

par

(108) 3 majo = i

avec Des(0) = (i, 1 €i<n- 1, o(i) > o(i + 1)}. En quelque sorte I'indice du major maj(o) est la

somme des indices des descentes de o.

L'exercice consiste 2 démontrer que ce parametre a la méme distribution que le parametre

“nombre d'inversions” (relation (97)), c'est-a-dire

(109) E qrnaj(c) = 2 qinv(o')

ge@, ceEG,

Ce fait sera déduit de la bijection suivante entre & ,et & . On construit une application
& : F ,— &, de manitre analogue 4 I'! (voir proposition 5.8, et 'exemple qui suit) mais avec un
autre numérotage des positions possibles de ¢ + 1.

Si o; est le mot linéaire de {1,..., i}* construit & partir de f(1)...f(i), alors on considére la
forme du mot 0 ¢; 0 (voir exercice 6.3, c). Les p 2 1 descentes sont numérotées de droite &
gauche 0, 1,..., p-1 puislesi + 1 - p 2 1 montées p, p + 1,... i de gauche 2 droite. On insére

alors (i + 1) dans le mot o; & la position numérotée f(i + 1) pour former le mot o;, ;. Alors, par

définition,

(110) nM = o,
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4
Exemple: pour f =[.}) % g 2 Z ﬂ. il vient

C3 = 2 1 3 ) 3
2
C'4 = 4 2 1 3 3 1 4
= 3 1
cg =, 42153 4 >~ S
1\2 5/3\3
Mfi=cg = 4 21563 /7 "2 -~ =

Des((®) = (1,2,5},

majm)) = 1+2+5 = 8,

som(f) = 1+2+6+1 = 8. (voir définition au §3, b))

Le lecteur démontrera que 1 : &, — & est une bijection vérifiant la condition.

(111) som(f) = majm(f)).

D'apres §5, b), cette relaton implique (109).



